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 ��#���

�� �	-��	�	
 ������� $����� �
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 �	��� ��5�����

��� ������	
 ����"� �� ����	��� ��� ���������� ���� ��	����� �
 � ���#$� ����$ �
 ��� ������
,

1� ������ ���� ������$ #	���� �	� ����"
 ��� �� ���� �����0 -�� ���� (	�� �#����$$
 ������

����	 ���	��� ����	��� $�����0 �� �	���� �� ��$$0 ���"�� ��� 6���	 .�78820  ���	��/ ���

9����� .����20 ��� 6���	 .�77�2, 1� (�� ���� 
�	 ����� ���� ����� ���������� ���� ��#$���

���	��	 ���	��� ����	��� $������0 ��� $�	��	 	��$ �3���� �
 -��� �	��� ��5����� ��� ������	
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4������
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c(t) = m(t) − p(t), .�2
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���	� c(t)0 m(t) ��� p(t) �	� ���	����� ������#����0 ����
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0 ��� (	�� 	���� ����	 #	��� ���� � ��������
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 ���� �� ����#������ �
 ��� $����� �
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 -��� (/��,
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 �� ������ �#����$$
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 ��� (	�0 ��-<���

�� ���� �����,

!�##��� ���� ��� ��	����$ ���� �
 #	�������� �� ��� ����
 ��##$
, ����0 �# �� � ��������0

��� ����	�� #	��� �
 #	�(� ��/���=��� (	�� �� ����� -


p∗(t) = m(t). .�2
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������� ����� -
 U(C, N) = ln(C)−

N 0 ���� $����	 #	�������� ������$��
 .C = Y = N2,

��� $��� 
������� �
 � 	�#	���������� (	� ���� �� 	�������� ��� #	��� �� #�	��� t ��
 -�

�##	�/������ -
 ��� �4��	�� ��������� �
 ��� $�� #	��� 
	�� ��� ����	�� $�� #	��� .��� 1�$��

.�77822, >� ����	��� ����0 ���� ��#$���

LD(t) = F + Et

[ ∞∑
j=0

(βDκ)j(p̂D(t) − p∗D(t + j))2 +
1 − κ

κ

∞∑
j=1

(βDκ)jLD(t + j)

]
, .)2

���	� F 0 βD ∈ [0, 1]0 p̂D(t) ��� κ ∈ [0, 1] �	� ��� ���� ����0 ��� �������� 	���0 ��� #	���

��� -
 ��� (	� �� #�	��� t0 ��� ��� #	�-�-�$��
 ���� ��� (	� ��$$ ��� ������ ��� #	��� ����

#�	��� 	��#������$
, ���� ��0 ���� ���� � (	� ��<���� ��� #	��� �� ���� #�
 � (/�� ���� F , ���

#	�-�-�$��
 ���� ���� #	��� �##$��� j #�	���� $���	 �� ����� -
 κj, ��� ���� �� ��� (	� �
 ���

#	��� ��������� 
	�� ��� ����	�� #	��� �� �##	�/������ -
 ��� �4��	� �
 ��� ��3�	���� -������

��� ���, ;�� (��$$
0 ���	� �� � #	�-�-�$��
 (1 − κ)κj−1 ���� ��� (	� ��$$ ��/� ��<��� ��� #	���

�
��	 j #�	����,

:�$$����� ��$�� .�78)20 ��� $��� 
������� �� ���������� ���� �� ����� -


LC(t) = F + Et

[∫ ∞

0

exp(−(βC + δ)j)
(
(p̂C(t) − p∗C(t + j))2dj + jLC(t + j)

)
dj

]
, .?2
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�
 ����0 ��� βC ≡ 1−βD

βD
�� ��� �������� 	���,

�� �$��� ��� ����$0 ��� ����
 ��##$
 #	����� �� ��� ����	��� ���� ���� �� ����� -


mD(t) = mD(t − 1) + µ + uD(t), .�2

���	� uD(t) ∼ N(0, σ2) �� �� �,�,�, ����"0 ���$� ��@� ���������� ���� ������	#�	� ��

mC(t) = µt + uC(t), .�2

���	� uC(t) �� � ������	� �	������ ������ ���� ��	����� tσ2,

��"��� (	�� �	��	 ���������� �
 .)2 ��� .?20 ��� �#����$ ������$ #	���� ��� -
 ��<������

(	�� �� ����	��� ��� ���������� ���� �	� ����� -


p̂D(t) = (1 − βDκ)Et

[ ∞∑
j=0

(βDκ)jp∗(t + j)

]
.A2

���

p̂C(t) = (βC + δ)Et

[∫ ∞

0

exp(−(βC + δ)j)p∗(t + j)dj

]
. .82

�� �$��� ��� ����$0 ���	����� #	���� �	� ����� -


pD(t) = (1 − κ)p̂D(t) + κpD(t − 1) .72

���

pC(t) = δ

[∫ ∞

0

exp(−δj)p̂C(t − j)dj

]
.��2

	��#������$
,

!�-��������� .A2 ���� .)2 ��� .82 ���� .?2 ��� ��"��� ������������$ �/#��������� .���� ��0

�	������ LD ��� LC �� ��������	
20 �� ����

LD = (1 − βDκ)F + µ2 βDκ

(1 − βDκ)2
+ σ2 βDκ

1 − βDκ
.��2

?



���

LC =
βC + δ

βC

F + µ2 1

βC(βC + δ)2
+ σ2 1

βC(βC + δ)
. .��2

:�	�� �	� ������� �� ������ ��� ���	��� ����	��� $����� .����� �� � 
������� �
 κ ��� δ2

�#����$$
+ ���� ��0 �� ������=� .��2 ��� .��2,�

� �
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1� �	��� ��	 ����$ �� 4��	��	$
0 ��� ��$�-	��� �� 
�$$���� βD = 0.9850 σ = 0.010 ��� ����

����� �	� ���� ���� �
 �����$ ��5����� �� ?B0 (	�� ������ ����	 #	���� ���� � 
��	 �� ���	���

�� ��� ����	��� ���� ��	���� �
 ��� ����$ .κ = 0.7520 ��#$
��� F = 0.0122,

:���	� � #$��� ��� ������#����+��5����� �	���+�3 �� ��	 ����$, 1� ��� ��� ��	� ���� ��

��5����� ���	����� 
	�� =�	�0 ������#���� (	�� 	����0 -�� ���� 
�$$�, 1��� ����	��� ����0 ��

��5����� 	���� -�
��� ?),7B .�����$�=��20 �$$ (	�� ��<��� #	���� ���	
 #�	���0 ��� �� ������#+

���� 	���	�� �� ��� ���� $���$ �� �� =�	� �	��� ��5�����, >� ����	���0 ���� ���������� ����0 
�$$

#	��� 5�/�-�$��
 ��$
 �-����� ��
�#������$$
, ���� �	��� ��5����� ��������� �� ���� 	��$ �3����

���� �� ���� $���$� �
 �	��� ��5�����,

:���	� � #	������ ��������� 
�	 ���� 	���$�0 #$������ ��� ���	��� ����	��� $�����,� >� ����	���

����0 � (	� ���� ��<���� ��� #	��� ���� ���	
 #�	��� ��� � #	��� ���� �� �$��
� �/���$
 �4��$ ��

��� ����	�� #	���0 ��� �3������$
 ��<�
� 
�$$ #	��� 5�/�-�$��
, ���� �� ��5����� ���	�����0 (	��

���	���� ����	 ���	��� ����	��� $����� �� � ������� �
 ���, >� ����	���0 �� ���������� ����0

�� �����	 ��� �
��� � (	� ��<���� ��� #	��� ���� ���+=�	� ��5�����0 �� ��� ��$
 -� �4��$ �� ���

(	�@� ����	�� #	��� 
�	 �� �������, !���� ���	
 #	��� ��<������� 	�4��	�� #�
��� � ���� ����0

�� ���	���� �� �	��� ��5����� ��$$ ������ ��� (	� �� ���	��� ��� ���	��� ����	��� $�����0 -��

�8� ��������� ��� ������� κ ��� δ �$���������%
�9�� �����'� �������� ���'��
 ��� '���� #�

∑∞
j=1 jkj−1 = 1/(1−κ)2 ���

∫ ∞
0

j exp(−δj)dj = 1/δ2 	�� ��
�����
���� ��� ������$�$
 ���� �����
 ��
���������%

�
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,

:���	�� ) #$��� ��� ��$
�	�+��5����� �	���+�3, ;� ��5����� ���	����� 
	�� =�	�0 ��$
�	�

������$$
 ���$���� �� #	���� 
�$$ -�$�� �C����� $���$� ��� �� ��� ����������� -
 (	�� �
 
���	�

#	�(��, ��� �� ��5����� 	���� ���$$ 
�	���	0 ��� ���	��� ����	��� $����� ���	����0 	������� ���

���	�� �� ����� ���	��� #	���� ����	��� �C����� $���$�, ��� ���� ��� ���$� �
 ��� ��	����$ �/���

�� #�	���� ��	��0 ��$
�	� ��	��� $���$� ���� �	��� ��5�����,

����$ ���0 ��	 ���$
��� ��� ������� ���� �������� #	��� ��#$��� � 	�������� �� (	� #	�
+

���0 -�� ���� ��� 	�4��	� $�-�	 ��#��, !�##��� ������� ���� ���� ����� 	�#	����� $�-�	 �����

���� (	�� ���� #�
 �� �	��	 �� ��<��� #	����,� :���	� ? #$��� ��� ��$
�	�+��5����� �	���+�3

����	 ���� �����#����0 ��� ����� ���� ��$
�	� �� ���	������ �� �	��� ��5�����, ;� ��5�����

���	�����0 (	�� ��	� ���������$ $�-�	 �� ������ #	����0 ��#$
��� ���	����� ������$��
 
	�� ��	"

�3�	� 
�	 �������	�, 1��� ����	��� ����0 ���� #	����� ��������� ��$
 �# ����$ ��� #���� ����

(	�� ������ ����	 #	���� ���	
 #�	���� ���	��
��	 
�	���	 ���	����� �� ��5����� ���� �� ��$
�	�

��#$��������, ��� ���� ���������� ���� (	�� ��$$ �$��
� ������ ����	 #	���� ��	� 
	�4����$


�� ��5����� ���	�����0 ��� �� ��$
�	� ���$���� ����������$$
 ���� �	��� ��5�����, >� ���� 
�	�0

��� ���������� ���� ����$ ��� �$$���	��� ��� #�������$ $�	�� 	��$ ����� �
 ���� $���$� �
 ��5�����

���� �	� ������$
 -�$����� �� �/���0 ���$� ��� ����	��� ���� ����$ ������,

;� �� ���������$ ���#�	����0 �� 	���	� �� ��	 �	�����$ ����$ ��� �������	 ��� �3����

�
 ����"�, :���	�� � ��� � #$�� ��� ��#�$�� 	��#���� �
 � ��� ������	� ��������� ����" ��

������	
 #�$��
 �� -��� ����	��� ��� ���������� ���� 
�	 �B �	��� ��5����� ��� ��B �	���

��5����� 	��#������$
,� ;� $�� $���$� �
 �	��� ��5�����0 ���	� �� $���$� ��3�	���� -������ ��� ���

���� �
 ��#�$�� 	��#�����, ��� �� �	��� ��5����� ���	�����0 ��� ��������� ��5������	
 �3���� �


��� ����" -����� 	�$�����$
 ��	� #	�������� ���� ����	��� ���� ���� ���� ���������� ����0 ���

����� �����
���� N = C + Ω  ���� ΩD = (1 − κ)F ��� ΩC = δF %
�&��
��$����' ��� ���$�
� ��
���
� �� ��
����� ���� 	���� 
 ���$������� 	��� �:$�����
 -�/� -�/� ��� -;/% ���

��� �������! 	�� ������
 �	 �� ��� ���$�
� ��
���
� �
 ���
��$���� �� ������$�$
 ����%
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��� ���#�� �3���� �
 ��� ����" $��� �� ��	�� �
 -��� ��#��� ��� #�	��������, ���� 	�$����� �� ���

���������� ���� ����$0 ��� ����	��� ���� ����$ �/����	���� ��� ������$ �3���� -�� ����	������

��� 	��$ �3���� �
 ������	
 ����"�, ;����0 ��� ��3�	���� -������ ��� ��� �� ���	������ �� �	���

��5�����,

� �������	���

1� ���� �������	���� ��� ��#�	���� ��#$�������� �
 ��� �����#���� �
 ����	��� ����0 ��

�##���� �� ���������� ����0 �� ���
 ����"
 #	��� ����$� �
 ��� ���	�������
, :�	 � �����

$���$ �
 ���� �����0 ����	��� ���� ����$� ��#$
 $����	 ���	��� ����	��� $����� -�� ���$$�	 	��$

�3���� �
 -��� �	��� ��5����� ��� ������	
 ����"� ���� ���������� ���� ����$�, >� �� �$��
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 �� ����	��� ����0 ���$� ���� ���$� 	�4��	� #�
���

��(���� ���� ����� �� ���������� ����0 � ����������� ���� �� ���� ��#�	���� �� ���� $���$� �
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��	 ����$, �������	 (	�� ��� ���� ������� ����"�, ���� 
	�� �4������� .�20 .820 ��� .��2

p̂C(t) = µ[t +
1

βC + δ
], .�)2

pC(t) = µ[t − βC

δ(βC + δ)
]. .�?2

>� ����	��� ����0 � #�	��� �� ��������� ���� � ����$� #���� �� ����0 ��� �� �� ��"�� �����

�� ����" �
 � ����" ����		��� �� � #���� �� ����, >� ���������� ����0 � ����" ���� ����	� ��

� ����$� #���� �� ���� ���$� ��#$
 ��(���� ��	����� �� ���� #���� .��� �4������ .�22, ���� ��

����$ ��� ����" �� ���������� ���� �� -���� 	����$�� ���
�	�$
 ���	 ��� #�	���, !�##��� ����

���	� �	� �� ����
 ����"� -�
�	� ���� �� ���	� �� ���� �� ��������#���� ����" �
 ��� ������	�

��������� ���� �� 	��$�=�� ���
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 -������ ���� � ��� ���� �� ��� ���	� �	� �� 
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��	 ���� �, ���� .
	�� .�?22 ��� #	��� $���$ �� ���� � �� ����� -


pC(0) = µ[− βC

δ(βC + δ)
]. .��2

������� ���� � ��� ���� �0 #	��� ������� (	�� ���� �-��	��� ��� #�	� �
 ��� ����" ���� ���

-��� 	��$�=�� �$	���
0 ��� ��������� ����	 #	��� ������� �������� �� ���� ��
�	������, ��� #	���

���
 ��� 
�	 0 < t ≤ 1 �� ����� -


p̂C(t) = µ[t +
1

βC + δ
] + σt. .��2

:�	 t > 10 ���
 ���� �-��	��� ��� 
�$$ ����"0 �� ��� � #	��� �


p̂C(t) = µ[t +
1

βC + δ
] + σ. .�A2
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pC(t) = δ

[∫ t

0

e−δj p̂C(t − j)dj

]
+ δ

[∫ ∞

t

e−δj p̂C(t − j)dj

]

= µ

[
t − βC

δ(βC + δ)

]
+ σ

[
t − 1

δ
(1 − e−δt)

]
, .�82
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pC(t) = δ

[∫ t−1

0

e−δj p̂C(t − j)dj

]
+ δ

[∫ t

t−1

e−δj p̂C(t − j)dj

]
+ δ

[∫ ∞

t

e−δj p̂C(t − j)dj

]

= µ

[
t − βC

δ(βC + δ)

]
+ σ

[
1 +

1

δ
e−δt(1 − eδ)

]
. .�72
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	�� .�220 �� �$$ #����� �� ����,
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