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§ L Allgemeines. § 2. Hamiltonsche Form und ebane Wellen. § 8. Ver-
tzuschungsrelationen und Eigenwerte der Energie. § & liin wenig Gedan-
kenexperimenticren! § 5. Wechselwirkung mit der Materie. § 6. Energie-
itbertragung durch die (Gravitetionswellen. § 7. Herleitung des Newton-
schen Uravitationsgesetzes.

§ 1. Allgemeines.

Die Abweichungen eines raumzeitlichen Kontinuums von
der ,Huklidizitit* kOnnen bekanntlich durch die Komponen-
ten des Riemann - Christoffelschen Tensors charakterisiert
werden. Wenn diesse Abweichungen klein sind, kann dieses
Tensorfeld vierter Stufe aus einem svmmetrischen Tensorfeld
zweiter Stufe auf folgende Weise abgeleitet werden:

‘ L/ d*h,. | &%y, Phyo dih,,
(ppva) — ?(0-1@?.53:,*Eﬁﬂcﬁ_aﬂ_df}_m&)

(1)

WO &, ist dic kleine Abweichung des fundamentalen metri-
schen Tensors von seinem Minkowskischen Wert Ay, (A, =1,
4 =Ag == Ay = —1, 4,,=0, wenn w7 v). Unter diesen Um-
stinden betrachten wir die Welt als eine ,Euklidische* mit
dem melrischen Tensor A.. und dle {(wovs) als die Komponenten
eines in dlsser ebenen Welt eingebetteten Tensorfeldos vierter
Stufe. Dabei spielen die &, die Rulle der ,Potentinle®, deren
Werte durch vier zusiltzliche ,BEichungsbedingungen®

. 8]=0  (§=0,1,2,3) (2)

fixiert werden konnen. (Hier, und im folgenden, bezicht
sich die Summationsvorschrift nur auf griechische Indizes,

* Eine ausfihrlichere Fassuny dieser Arbeit erscheint gleichzeitig
im ,Journal f. exp. und theor. Phys.* {russisch).
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und dabei in dem Sinne, dass 4. 7 B, bedeutet 4, — 4,, —
— Ay — A,y dies erlaubt uns um den Unterschied zwischen
ko - und kontravarianten Komponenten nicht mehr zu kiim-
mern; [28, 1] ist die gewdhnliche Bezeichnung des Christoifel-
schen Dreiindizessymbols.)

Die Gravitationsgleichungen im lecren Raume sind

(ppvp) = 0. (3)

Diese sind unter den ,Kichungsbedingungen© (2) den gewshn-
lichen Wellengleichungen fir Potentiale

[y, =0 &
vollstindig dquivalent.

Im folgenden betrachten wir e¢in quantenmechanisches
kontinuierliches System, dessen klassische Bewegungsglei-
ehungen in der Form (4) geschrieben werden kionnen; unter
den zusitzlichen Bedingungen (23, die, wie wir zeigen werden,
mit der Schrodingergleichung des betrachteten quanten-
mechanischen Systems verirdglich sind, wird dieses System
dem Gravitabionsfeld im leeren Raume identisch. Diese Be-
handlungsweise ist der bekannten Permischen Methode der
Quantisierung des elektromagnetischen Feldes gewissermas-
sen analog: die I'ermische Methode ist mit der Benutzung
einer nlcht .eichinvarianten* Lagrangefunktion wesentlich
verbunden, und so stiitet sich auch unsers Methode der Quanti-
sierung des Gravitationsfeldes auf die Benutzung von Grissen,
dle keine (sogar keine annihernden) Invarianten der allge-
meinen Relativitiitstheorie sind.

&2 Hamiltonsche Form und ebene Wellcen,

Betrachten wir ein dynamisches Kontinuum mit zehn Feld-
grissen . (»<(v), die die Rolle der mechanischen Koordina-
ten des Systems spielen, und mit der Dichte der Lagrange-
schen Funktion

[22, ) [B%, 1] — [, 7] [0, B - 5 [o, B] L, B

Zlemlich komplizierte Rechnungen, die wir hier der Kiirze
halber weglassen, zeigen, dass die entsprachende Dichte der
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Hami_ltonschen Funktion
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[ Vi dhm ahlm d'»ln)
ist, wo p,g die mit den mechanischen Koordinaten %,; konju-
glerten Impulse sind, und dass die entsprechenden Bewegungs-
gleichungen (4) sind. Hicr, wic auch im Folgenden, nehmen
lateinische Indizes nur die Werte 1, 2, 3 an.  Wir haben
auch, der Einfachheit halber, die Lichtgeschwindigkeit gleich
1 gesetzt, und die Newtonsche Gravitationskenstante gleich
1116w, (Den Wert, der Gravitatlonskonstante kann der Leser
leicht priifen, wenn er unsere Formeln z.B. mit den For-
meln 58.1 und 59.4 des Eddingtonschen Buches ,Relati-
vitdtstheorie in mathematischer Behandlung®, Berlin, Sprin-
ger 1925, vergleicht), .
Fihren wir nun die Fourierentwicklung

Frag = ]df[h ot emiler=lt L g 2y gilor- T}

(wo w=|[f]) ein. Die Rechnungen zeigen, dass die Hamllton-
sche Punktion des Feldes dabeil in der Form
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H= J dfw? { (h+ +2 hu f) (hoo.f + 12 hu.f) +

_J'IE (hi-m,f h;’;z‘f - hli_f hmm,f) —2 }Elhm,f h’(}!.';f } (5)
geschrieben werden kann. (Die Relhenfolge der Faktoren
scheint zundchst willktrlich; es ist aber aus dem folgenden
klar, dass diese Reihenfolge die einzige ist, die bel der TUber-
tragung auf das Quantengebiet die Vermeidung der ,Null-
punktsenergie“ gestattet.)

Die Bedmgungen (2) nehmen nach der F‘ourlerentwmklung
die folgende Form an:

7o (oot 1 E hy o)+ ; g == 0, l
. |

/i 0, E+ 3 m mz’ﬁ + fz (hoo,f - Z hmm’f) =10 i" (6)
(I=1,2,3). |

Die Zahl der unabhingigen A,.t (bei gegebenem f) ist also
10 —4=46. Man kann aber leicht zeigen, dass hel viclen
Fragen, wo es sich z.B. um die Energietbertragung durch
die Gravitationswellen handelt, die Zahl der unabhingigen
Polarisationen noch kleiner als 6 ist. Betrachten wir z B. den
Fail ]| 2. Die Bedingungen (8) werden dann zu

hu,f - ‘}Lzz,f = hm,f T 2h’03,!5+ h:ss,l‘. - hm,tﬁC" hsl,f =
= h’og,f_i_ hsz,f =10, (6’)

Der Energiegehalt der Gravitationswelle kann, mit Beriick-
sichtigung von (6"), in der Form

20to? (hfy p by 1+ Byt 2y 1)

geschrieben werden. (In solche Form kann man den Inte- -
arand von (5) mit Hilfe der Bedingungen (8') leicht bringen,
wenn alle & ¢ und h' . kommutativ sind; spiter werden wir
aber sehen, "dass auch im Quantengebiet, wo dic A und die
At nicht mehr kommutativ sind, ein dhnliches Resultat gilt.)
Wir kinnen also ohne den Energiegehalt der Gravitations-
welle zu dndern, die 10 Amplituden 2..r ausser den Bedin-
gungen (6) noch vier welteren Bedingungen unterwerfen.
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Z.B. konnen wir (auch wenn f nicht || 2 ist) diese weiteren
Bedingungen in der folgenden (zwar relativistisch nicht inva-
rianten) Form wihlen:

hoot = ha == hmt = hpi=0.

Wir sehen also u. a., dass fir die Energielibertragung nur die
transversalen (ravitationswellen, und zwar mit zwel unah-
hiingigen Polarisationen, wesentlich sind, Die Sache steht
aber ganz anders, wenn es sich nicht um die Energietibertra-
gung, sondern z. B, um die Gravitationszusammenwirkung von
zwel schweren Korpern handelt: unten werden wir sehen,
dass fir diese Zusammenwirkung gerade die longitudinalen
hy - Wellen von allergrésster Bedeutung sind.

§ 3, Vertauschungsrelationen und Eigenwerte
der Energie.

Die Heisenberg-Paulischen V.-R. lauten!

[eag (€), g (¥)] =0,
[Pep (1), P (D] =0, (7)
[P (), R ()] = B (0 v) (<h o <.
Nach der Fourierentwicklung. bekommen wir
[rogts Rosgrtr] = 0, [hié,fr h’j;w,f’] =0,
b W
ot Poor] == lrigrs hppl =1hifs, Byl — — 53 (1),
[h(_l*)-,t' h[)l,t"] = [hjfr hﬂm,fr] = [h;]if’ h'-m.n,f'} - 0’
[h$,f’ him,f'] = [h;l‘n,f’ hlm,f'I =0 (L 7Lm')’ (8)
ko, ,
it By = 5o 3E—F) @m),
(il b B ] = o B0 (E—¥)
Ol,f! Om,f B L ;
o /S , .
[hl:m,f’ h_'pr],fr] = 2(; Uipimg (f —F ) (2 < m, P < Q)

1 h hedeutet hier A/2r.
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Wir fihren die Operatoren
A-sbo (hoo,f + E hl?,f) -1 ;4 fghm,f’
{

B, = ohy 1+ 2 [ LG oI~ DI ) X
ein. Die Rechnung zeigt, dass infolge von (8) alle acht Ope-
ratoren 4, B, 4%, B (1=1, 2, 3) untereinander vertausehbar
sind. Mit der Hamiltonschen Funktion (5) sind sie aber nicht
vertauschbar, d.h. sie sind keine DBeweguugsintegrale. Es
liast sich jedoch leicht zeigen, dass die Poissonklammern
eines jeden dieser Operatoren und der Hamiltonschen Funk-
tion, d. h. die Veranderungsgeschwindigkelten dieser Opera-
toren, im epeziellen Fall, wo

A=R = A — B =0,

alle verschwinden. Das bedeutet, dass die Bedingungen (6)
(und die entsprechenden adjungierten) miteinander und mit
den qunantenmechanischen Bewegungsgleichungen vertriglich
sind,

Die Vertauschungsrelationen (8), der Hamiltonsehe Operator
(5) und die Zusatzbedingungen (6) (zusammen mit dem spiter
einzufihrenden Ansatz flir die Wechselwirkung zwischen Gra-
vitationsfeld und Materie) bilden die Grundlage der hier
vorgeschlagenen Quantenthcorie der Gravitation. Hs sei be-
merkt, dass die Aufstellung eines quantenmechanischen Ilamil-
tonschen Operators mit Hilfe des Korrespondenzprinzips nie-
mals eindeutig sein kann: es ist immer méglich, die Hamil-
tonsche Funktion durch Hinzufugung der mit % — 0 verschwin-
denden Zusatzglieder abzuindern (z.B. des ,Spinglieds® in
der Theorie des Elektrons); sogar dic Relativititsfordarungen
reichen im allgemeinen nicht aus, um diesc ,Spinglieder«
eindeutig zu fixicren. Doech glauben wir, dass in der Gravita-
tionstheorie die Hinzufiigung solcher Zusatzglieder unndtig ist.

Nun zur Berechnung der Eigenwerte der Energie! Das
geschieht wic in der Quantenelektrodynamik durch die Ein-
fithrung der ueuen Variablen g, die den V. R.

g bt =1

Sy =
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geniigen. Dann sind bekanntlich die Bigenwerte von &+ gleich
#-41, und dis von &% gleich », wo = eine positive ganze
Zahl oder Null ist.

Hier gelingt es nicht, solche &- Variablen auf symmetrische
Weise einzuftthren. Eine migliche Lésung des Problems
sieht so aus

i o 'S‘ o h ot
5 (hm,f - _._ hll,f) — Vzmdf EOOE e,

i
et
//_ h E—u_f EQ‘.’,f ot ! )
mr= ) sl s Y e e )
/- h._ / E;E Eggf: ,
P L e ([ 2 E iwf __ £ piwd |,
by ]/ Sodt (Vge e V 3.8 S € )
Ly 2 >
hasf_ ]// "(ﬁd‘f (]/_Jé_ g b __é;;%,f piwt ),

‘Die Hamiltonsche Funktion wird in den neuen Variablen zu
1= Zho & hr bt Enrban Fhstbar—
—trimt — St ot — Bt — Authnr 1(59
: . + Ej;f E‘.J:z,f + 5‘3“}1-3 Eaa,f‘l' i _!
Darum sind die Eigenwerte der Energic (fur jeden Wert von f)
o (g T Ty |- Ty 'T Mgy =~ Thgq = g — Mgy Mgy 1+ Mgy 1 Mas—+2),

WO Mgy Myg ... Z6hn Quantenzahlen sind (n=0, 1, 2,...).

Die Bedingungen (8) machen diesen Ausdruck positiv-
definit. Um das einzusehen, betrachien wir wieder den Fall
‘f{# Aus (¢") erhalien wir dann folgende Bedingungen:

B0t €t + Eo-‘e_,,f =it — (), ’c';[ g b et 0,

Eot,f et g peiol =0, E?;E pmiot L, poivt=0,
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Es folgt daraus, dass

A=ty 1, Rop ="y 1, oy =1+ 1, Bg=ng-+1.
Die Rigenwerte der Energie ftir diesen { werden zu

+ . ot
R (55851, 1 1 B 550, 1) = P (30, - 7).

Wir sehen also, dass die Hnergie des Gravitationsfeldes aus
den positiven Gravitationsquanten bhesteht, und zwar von je
zwel Polarisationen fur jeden Wellenvektor f. Analog zu dem
klassischen Fall spielen avch hier nur die transversalen Gra-
vitationsschwingungen eine Rolle: z B. fur |z eine &,-
und eine % (h;; — B,,) -Schwingung. S '

Dabei entstehen keine ,Nullpunktsenergieglieder«: das ist
infolge ciner zwcekmilssig gewihlten Rmheufolge der Faktoren
im Ausdruck (5} gelungen.

&4 Hin wenig (fedankenexperimentieren!

Um den physikalischen Inhalt der Quantentheorie des
Gravitationsfeldes etwas niher zu verstehen, betrachten wir
die Messung ciner der hier vorkemmenden Ieldgrossen, z.B.
des Christoffelschen Drelindizessymbols [00,1]. Die klassischen
Bewegungsgleichungen Einsteinsg lauten in unserem Fall
(alle A,,<€1):

Cdhr Ok 1 ORy,

&~ otz O - @

Nach dem Verbilde von Bohr und Rosenfeld?! betrack-
ten wir die Messung eines raumgzeitlichen Mittelwertes von
[00,1] im Volumen V und in dem Zeitintervall T. Nehmen
wir einen Probekdrper vom Volumen 7. Seine Masse sei pV.
Die obére Bewegungsgleichung, die nur dann gilt, wenn die
(Geschwindigleit des Probekdrpers klein gegentiber der Licht-
gezchwindigkeit ist, macht die folgende Messung miglich
messen wir den Impuls des Probekérpers am Anfang und
dann am Fnde eines thmtcrwlls T, so ist der gesuchte

ot N Bohr und L Ru:.enfeld Dansk Vidensk, Selskab., Math.-
ivs. Meddel. 12, 8, 1933.
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Mittelwort definitionweise gleich

(Pderr— (st
pFT '

Die Messung von [00,1] ist daher mit ciner Unbestimmtheit
verbunden von der Grgssenordnung

A[00,1) = Ap.fp VT, (10

wn Ap, die Unbestimmtheit des Impulses ist. Die Dauer der
Impulsmessung sei Al (selbstverstindlich ist At <€ T), Ax gei
die mit der Impulsmessung verbundene Unbesiimmtheit der
Koordinate. Die Unbestimmtheit Ap, besteht aus zwei Glie-
dern: aus dem gewihnlichen quantenmechanischen Glied A/Ax
und aus einem Glied, das mit dem Gravitationsfeld verknipft
ist, das von dem Probekorper selbst wegen seines Rickstosses
bei der Messung erzeugt wird, Wegen der Einsteinschen
Gravitationsgleichung %y, = ptr muss dle Unbestimmtheit
von kg, dic infoige der unbestimmten Rickstossgeschwin-

digkeit AzjAt entsteht, von der Gréssemordnung p 2 ‘\‘—m Af? sein.

Fs ist aus (9) ersichtlich, dass die entsprechende Unbesﬂmmt—
heit von [00,1] von der Grossenordnung pAz ist, und damit
“wiahrend jeder Impulsmessung eine mit dem Gravitationsfeld
verbundens zusitzliche Impulsunbestimmtheit von der Gris-
senordnung pAz.pFAt entsteht. Um den Vergleich mit den
gewihnlichen Messeinheiten zu erleichtern, sshen wir hier
(bis zum Ende dieses Paragraphs) von unserer Vorschrift ¢ =1,
G =1/16r ab. Wir erhalten fir den Impuls

Apn &% - (gt FATAL

Hs kann gezeigt werden (analog wu den Uberlegungen von
Bohr und Rosenfeld), dags dags zweite Glied gegeniiber
dem ersten belieblg klein gemacht werden kano. Fite die beste
Ausfithrung der [00,1]-Messung scheint es aber zweckmis.
siger, Ap, zom Minimum zz machen, d.h. fiir die beiden
(lieder die gleiche Gréssenordnung zu schaffen. [lazu soll Az
von der Grissenordnung '
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AT"‘I R\
.»H—P- —GV'A]:

gewihit werden. Fur A[00,1] erhalten wir

Bla(PleA S
A[OO,I]Z’J*W“‘*- ! (11)

Hine absolut genaue Messung des Schwerefeldes wire also
dann mdglich, wenn eine beliebig schnelle Impulsmessung
moglich ware. Zwel Umstinde machen es aber unmiglich,
eine beliebig schnelle Impulsmessung anszofithren: erstens
soll nach der Definition der Messung Ax <€ ¥k sein, und das

fuhrt zu

h
Zweitens kann nach der Relativititstheorie niemals Az gris-
ser als cAf werden; und das fahrt zn

Ti'ls
> MHZ
At ~ Caldpula 1‘7‘53 ;}'ia

Es folgt nach (11), dass niemals A[00,1] kleiner als

_h oder - Pt

TV T gt T

gemacht werden kann. Von diesen beiden (Grenzen ist fir
den Fall eines leichten Probekdrpers (pV < Ryl d. h.
kleiner als etwa 0,01 mgr) die erste die elnzige wesentliche.
Fur einen schwereren Probekirper ist dic zweite die wesent-
lichste. Es ist klar, dass fir eine méglichst genaue [00,1]-
Messung gerade schwere Probekérper zu empfehlen sind, und
das bedeutet, dass nur die zweite Grenze theoretisch wichtlg
ist. Wir haben schliesslich

Bl

Afoo,1} ’?’W (12)

Bs ist also klar, dass im Gebiet, wo alle A,, klein gegen 1
sind (das ist gerade die Bedeutung des Wortes ,schwach®
im Titel dieser Arbeit), die Genauigkeit der Schweremessungen
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beliebig hoch gesteigert werden kann: denn in diesem Er-
scheinungsgebiet gelten die angeniherten linearisierten Glei-
chungen (1), es gilt also auch das Superpositionsprinzip, und
es ist daher immoer méglich, ¢inen Probekérper mit beliebig
hohem p zu beschaffen, Daraus schliessen wir, dass es mig-
lich ist, wie o3 z. B. diese Arbeit zu tun versucht, im Rahmen
der spezicllen Relativititstheorie (. h. wenn das raumzeitliche
Kontinuum ein ,Huklidisches® ist) eine durchaus kensequente
Quantentheorie der Gravitation aufzubauven. Im Gebiet der
allgemeinen Relativititstheorie, wo die Abweichungen von
der ,Euklidizitit* beliebig gross sein kinnen, steht aber die
Sache ganz anders, Denn der Gravitationsradius des zur
Messung dienenden PYrobekorpers (GeVfe®) soll keineswegs
grisser als seine lipearen Abmessungen (P'h) sein; daraus
entsteht eine obere Grenze fur seine Dichte (p S¢*/G'V'l). Die
Messungsmiglicklkeiten sind also in diesem Gebiet noch mehr
beschrankt, als es sich aug den guantenmechanischen V.-R.
schliessen ldsst. Ohne eine fiefgehende Umarbeitung der
klassischen Begriffe scheint es daher wohl kaum mdiglich,
die Quantentheorie der Gravitation auch aut dieses Gebiet
auszudehnen.

&5 Wechselwirkung mit der Materie.

Bin korrespondenzmsssig richbtiger Ansatz fur die Energie
der Wechselwirkung zwigchen Gravitationsfeld und Materie
kann aus der von V, Fock! aufgestellten allgemeinrelativi-
stischen Form der Diracschen Wellengleichung gewonnen
werden, Wenn alle k,, klein gegen 1 sind, kann man diese
Gleichung fiir den 1"all des verschwindenden elekfromagneti-
schen Feldes in der folgenden Form schreiben

3
R \ : a 1 o
i 7255 (ﬁfﬁh 5 l:ug ehy — o ) -+

Fom=

1B N Oy \

-~ b ==0,
+(8 3 d" A ?!,I'I)J

1V, Foek ZS { Phys 57, 261, 1926,
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wOo
6'0=1, 31¥e»gfes——1
und

aG=1, @ =p5, L=n%, S%=[T%, f=p

(Diracsche Matrizen). Fihren wir statt der vierkomponen-
tigen ¢ - Funktion zwei zweikomponentige HFuiktionen y
und 5 ein

e P . Y - . o R
d_.] _Aie—emt,h’ ‘Pg—/ﬁge 'Lmt,k, "Pa—'Ple zmt,‘h, q)‘_,_?ge .~,mth}

gso wird bei abnehmender Geschwindigkeit des Teilchens y
gleich Null, und ¢ yu seiner nichtrelativistischen Wellenfunk-
tion. Es Jdsst sich aus der Schrédingergleichung fur diese
¢p orsehien, dass die Hnergie der Wechselwirkung zwischen
dem Tellchen und dem Gravitationsfeld die Form

_m h o & RN Oha 0
V= ot 20—y N G, i e T

@hoz 2 N Oz o h . ahﬂm
—I__ 0m;+4mz-“ it dit' ().'l'k ’ Edeﬂm dm;

jkim
hat, wo e, der schielsymmetrische Einheitstensor ist (d. h.
€1y =1 und eu, ist in Bezug auf jedes Paar seiner Indizes
antisymmetrisch). Wenn die Wellenlinge der Gravitations-
stérungen gentgend gross ist, vereinfacht sich dieser Aus-
druck zu '

m
V=

AN 0 R* e
o hoo‘+7;710kﬁw%§hkzm N 4 5:))
Den Ansatz (13) werden wir im folgenden benutzen. Es sei
bemerkt, dass sogar die einfachen korrespondenzmissigen
Betrachtungen, ohne den Umweg fiber die Dirac-I"ocksche
Gleichung, auch zum Ansatz (13) fiir die Wechselwirkungs-
energie fihren.

£ 6. Energietibertragung durch die Gravita-
. tionswellen.
Eine der einfachsten Anwendungen der oben skizzierten

Quantentheorie der Gravitation besteht in der Berechnung
der Encrgicausstrahlung in Form der von materiellen Systc-
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men emittierten Gravitationswellen. Hier sollen wir von den
Bedingungen (8) oder (6") zusammen mit Awmt= hoi~— hni=
=ht=0 (Gebruuch machen. In den §-Variublen (siche
oben, § 3) liefert das fiiv den Fall £ =

I R
V=l T llE@ —an donda,] et 4

A (@2 — x3) + 2nta,z,] e, (14)

wo der Kiirze halber o statt F%ﬁ_aw" geschrieben ist, und § und
k

v statt &, und %,. Nennen wir den Anfangs- bzw. den End-
zustand des emittierenden Teilchens & bzw. !, den Anfangs-
zustand bzw. den Endzustand der Gravitationseigenschwin-
gung k' bzw. . Die Quantenmechanik liefert fur die Wahr-
scheinlichkeit des Uberganges pro Zeiteinheit den bekannten
Ausdruck

?ga (B; - Ey — Ey— Ew) | (K| Vi) P

Mit Benutzung der bekannten Werte der Oszillaforenmatrix-
elemente schliessen wir daraus, dass die Wahrscheinlichkeit
der spontanen Ausstrahlung eines Gravitationsquants pro
Zeiteinheit mit einem gegebenen ¥ (f{ 2) und mit der :-Pola-
risation
e
32 o

l(}"!ﬁ:? —at SIEES (B — Ex—- hoo)

ist, und mit der «-Polarisation
2 df

Tont (k22 | D) B3 (B — By - e

Die Wahrscheinlichkeit des Uberganges & — ¢ mit der gleich-
zeitigen Hmission eines (iravitationsquantes in die Offnung
eines Kegels d2 (| 2) pro Zeiteinheit ist daher

QEM{I(R Z)!E—%—I(kifi](iﬁg!l){z}.

gt h
Es ist nicht schwierig, diesen Ausdruck fur eine beliebige
Richtung (nicht nur | 2) zu verallgemeinern, und dann tber

&} — @}
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alle Richtungen zu integrieren. Die Rechnung fihrt zu dem
folgenden Ergebnis: die totale Wahrscheinlichkeit (pro Zeitein-
heit) des Uberganges &—/ mit gleichzeitiger Emission eines
(Gravitationsquantes von der Frequenz o = (&, — Ey)/h ist '
miw
10=h

)
{V (e | xpzq | 1)1 — 1% Y‘:r” ],|’3j.

Es ist nicht schwierig, diesen Aunsdruck auc'n auf cin belie-
biges System materieller Teilchen zu verallgemeinern. IFir
die Energie, die ein solches System in der Form der heim
(Jbergang % -1 pro Zeiteinheit emittierten Gravitationswellen
verliert, erhalten wir einen Ausdruck

w? .. ) . - ]
e LS (| Y mag | D 2 — 5| (k] 3 Bmary DL (15)
10m Pq »

{das Summenzeichen L ohne Indizes bedeutet die Summation
{iber verschicdene Teilchen). Diese Formel ist eine quanten-
theoretische Verallgemeinerung des bekannten Einstein-
schen Resultats.

In der Tat lautet der Einsteinsche Ausdruck fur die
in der Form der (ravitationswellen pro Zeiteinheit ausge-
strahlte Energie (bei G = 1/16%)

g{%{E(dtSEmTqu) — (Edﬁszﬁ )“.

b

Wenn Ipy;= > mayz, durch cine Fourierreihe von der Form

I — I(k) ihmt
| pilr] A_[-J
darstellbar ist, so wird dieser klassische Aunsdruck fir die
Ausstrablung der Energie in der Frequenz == kw, %u

| 78 |2 1 I 7 ;,) 2} (16)
e -
407’{ 1y 7

* 1 Bel Einstoin selbst (Berl. Ber. 1918, S. 154) steht infolge eines
Rechenfehlers 1/160= statt 1/80m. Die spiiteren Rechnungen Eddingtons
{vgl. sein Lehrbuch oder Proc. Roy. Soc. 102, 281, 1922) fiihren zu dem
richtigen Koefflzienten. .
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Auf der anderen Seite haben wir

S maydy | ) = B N (kY may ) (51V may | 1) =

2

= = D X m k2| ) (7 1 2 | 1) ooz
7

Im Gebiet niedriger Frequenzen und hoher Quantenzahlen
konnen wir, wie man es z. B. fur den Fall eines Rotators
leicht berechnet, o? statt 2w,0; setzen (w = der ausgestrahlten
Frequenz), und das liefert niherungsweise

. w?
(k1 Y mapwg | 1) = — = (k] Iy | D).

Dann wird der Ausdruck (15) zu

8 {_ )
| STy D=2 X6
1 pg P

Wenn wir statt der Matrixelemente Fourieramplituden
schreiben, geht dieser letzte Ausdruck in den klassischen
Einsteinschen (16) iber. Im Grenzfall #— 0 licfert also die
Quantentheorie der Gravitation dieselben Resultate wie die
klassische Theorie Hinsteins.

£ 7 Herleitung des Newtonschen Gravitations-
gesetnes.

Dirac hat geseigt,! dass allerlel Wochselwirkungen zwi-
schen Ladung und Tadung immer als durch Vermittelung
eines intermediiren Agens, ndmlich des quantisierten Feldes,
realisiert interpretiert werden kinnen. Wir werden hier
zeigen, dass eine dhniiche Sttuation auch im Gebiet der Gra-
vitationserscheinungen vorliegt. Zuniichst klingt es etwas
paradox, denn die beiden Ausdriicke der Wechselwirkung
zwischen Feld und Materie sind fast genau gleich [e@ ist das
Hauptglied der Wechselwirkung im elektromaguetisehen Fail:
wenn wir statt der Ladung e m(2 schreiben und das skalare
Potential ® durch das skalare Potentlal Ay, ersetzen, erhalten’
wir das Hauptglied von (13)], und dennoch soll ein und das-

1P A M Dirac Proc. Roey. Sec. 136, 453, 1932




Quantontheoric schwacher Gravitationsfelder. 156

selbe Schema in einem Fall die Abstossung von Partikeln
glelcher Art (Coulombkrifte), im anderen Fall aber die An-
zichung (Newtonkrifte) erkliren. Die Losung des Paradoxens
besteht darin, dass in der (Quantenelektrodynamik die V.-R.
fiir das Potential @

+ LY
[0, Op]= 2(—1)
Jauten, indem bel uns eine andere V.-R., nimlich

ho. "
[ors Fiogl = — 5B (E—1)

gilt [vgl. (8)]. Beide V.-R. sind nicht ad hoc eingefiihrt,
sondern ganz natlrlich aus dem allgemeinen guantenmecha-
nischen Formalismus entstanden. Dies geniigt, wie wir sehen
werden, um das richtige Vorzeichen der Gravitationswirkun-
gen zu erhalten. Damit ist der fundamentale Un-
tBI‘SChled zwischen Coulomb- und Newtonkrif-
ten quantenmechanisch erkiart.

Fock und Podolsk y! haben, die Idee Diraes verfol-
gend, eine Ierleitung des Coulombschen Geseizes gegeben.
Unsere Rechnung lduft der Fock-Podoelskyschen genau
parallell. Wir gehen von den Gleichungen

(2 5 e+ G =,

' m . R OV
(éﬁ“ Po* 1~ zhoo( ))‘PTQ‘E:O

aus. Bei £, ={,=¢ haben wir
/ hood ' m \
(" AR 31) ¢ == (3t )+ ) ¥
Die Bntwicklung der Losung nach den Potenzen von 4, nnd
m, wird gesucht.

Infolge des oben besprochenen Unterschieds in den V.-R.
erhalten wir, statt der Formeln {39) und (40) von Fock und

1V, Foelk und B. Podalsky, Sow. Thys. 1, 801, 1932 (Part II),
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Podolsky, die folgenden Formein: ,
oo
z g Y —_
( P +qm ™ dl)%

i ~ . '

T2 @—:L}I:J Tio £ 91 (Py— B, pa) e it df |-
e " fi 4 — Akl g—iwt df .

+§_(2r§ﬁ;] ton, F1 (P1. Ps le :

, hod
R

)m t ot

77t + , im
— é_(éé—)ﬁf,fhmf‘?u (p, +th, py)e~tal +

m, e i
+ 2 (ET;)Jlﬂ J hljibU—’t To (pl’ P? Jx_— h'f) ¢ ¢ df'

Das liefert?

¢y (Py, P2) =
; ~ ' 07 _ [l
_ M o p 8Py —Py°) i ¢ 2B L -
2{2afbl? T BT W W py —py |
Dy |~
Tty at 8 (p— 1Y B e |_I!g_13h\__
TR P R T Ty

Setzen wir

— h LY ir
Bt it~ 0 1md Jig ¢ hj('),f ~ édo(f -~ ).

Nach der Streichung der unendlichen Selbstwirkungsgiieder
ethalten wir endlich

’ . ., 00
(gﬁ’i&}l —’rmpz T E)

ey A — +p2 TPy )"ﬂ) -5 L Wit )
4 (2n)"h Py — 0,

Das Vorzeichen der rechten Seite ist ein anderes als in der
Fock Podolskyscher Formel (42), Wenn wir zum Konfi-

1 Wagc;n der Bezeichnungen siche V.Foeck sl B.Podelsky, loc. cit,
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~ gurationsraum zurickgehen, erhalten wir demgemiiss eine
Schrsdingergleichung mit der potentiellen Energie

gy
167 |1, —1r,|’

und wir haben also das Newtonsche (ravitationsgesetz als
eine notwendige Folgerung der Quantenthcoric der Gravita-
tion wiedergefunden.

Physikalisch - technisches Institut
und Physikalisches Institut der Universitit.
Leningrad, August 1935,





