Capitulo 4

Juegos de Negociacién'

1. Introduccion

Los juegos de negociacion se refieren a situaciones en las que dos o mas partes deben
alcanzar un acuerdo acerca de como repartirse un determinado objeto o cantidad
monetaria. En estos juegos, cada jugador prefiere alcanzar un acuerdo que no hacerlo;
pero a su vez, prefiere el acuerdo maés favorable desde su punto de vista. Ejemplos
de tales situaciones son la negociacién entre un sindicato y los empresarios de una
compania acerca del incremento salarial; la disputa entre dos comunidades sobre la
reparticién de un territorio comun; las condiciones bajo las cuales dos paises pueden
iniciar un programa de desarme nuclear; etc. El andlisis de este tipo de problemas
busca, en primera instancia, una solucién en la cual se especifique la fraccién del
objeto de la negociacién que le corresponde a cada una de las partes.

Antes de la llegada de la teoria de juegos de von Neumann y Morgenstern [1944],
lo que la teoria econémica decia acerca de situaciones de negociacion se restringia a
dos postulados de racionalidad:

1. Racionalidad individual: nadie negociard por menos de cierto pago minimo
(llamado “punto de desacuerdo”).

2. Racionalidad conjunta: nadie llegard a un acuerdo si existe un pago conjunto
posible mejor que el que se estd proponiendo.

En la figura 1, el conjunto de posibles pagos es F' y el punto d € F es el pago
minimo conjunto. El drea bvd estd conformada por todos los pagos que satisfacen
la condicién de racionalidad individual, y la linea de frontera bv del conjunto F es
el conjunto de todos los pagos que satisfacen la condicién de racionalidad conjunta
(frontera de Pareto). Edgeworth [1881] llamé a todos los puntos de la frontera bv ar-
reglos finales; Pigou [1905] los llamé el rango de acuerdos practicables. Sin embargo,
el que los acuerdos posibles estén en la frontera de Pareto bv del conjunto F' no nos
dice nada sobre dénde realmente podrian negociar, ni cémo las fuerzas de la nego-
ciaciéon podrian llevar a los agentes a alguno de estos acuerdos. Fue quizds Zeuthen
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Figura 1: Problema de Negociacién
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[1930] quien primero creyé en la necesidad de una teoria fuerte de negociacién que
permitiera predecir un solo acuerdo (o unos pocos acuerdos) bien definidos. Zeuthen
propuso que, para este objetivo, la teoria tendria que estar basada en las actitudes
hacia el riesgo por parte de los agentes. Mds especificamente, el nivel en el que cada
agente estd dispuesto a someterse a una disputa en lugar de aceptar términos des-
favorables, deberia tener un papel explicito en el modelo.

Infortunadamente, esta visién pionera de Zeuthen fue obscurecida por la aparicién
en 1944 del gigante Theory of Games and Economic Behavior de von Neumann y
Morgenstern, en donde, sin embargo, los juegos de negociacién de dos personas no
van mas alla de la teoria de negociacién de Edgeworth y Pigou. Aun asi, el aporte
de von Neumann y Morgenstern fue indirectamente importante para la teoria de la
negociacion en el sentido de que desarrollaron herramientas ttiles a ésta, como los
conceptos de estrategia, funcién de pago, juego en forma extensiva y en forma es-
tratégica, y funcién caracteristica. En particular, el concepto de funcién de pago de
von Neumann y Morgenstern era una formulacién rigurosa que permitia el estudio
formal del concepto de riesgo.

Fue Nash [1950a] quien definié primero un problema bésico formal de negociacién
y planteé un primer conjunto de “propiedades deseables” (axiomas) que deberia
satisfacer la solucién, que en adelante se llamaria solucion Nash de negociacion. A
partir de alli, se entiende un problema de negociacién como una situacién en la que
dos o més agentes deben cooperar de alguna forma para obtener (repartir) ciertos
beneficios, los cuales no podrian alcanzarse de forma individual. El planteamiento
del problema por parte de Nash y la solucién ofrecida (que veremos més adelante)
han generado un amplio campo de investigacién en la interpretacién y validez de los
axiomas, y en la formulacion de otras soluciones satisfaciendo propiedades diferentes.
Los anos siguientes a la apariciéon del trabajo de Nash en juegos de negociacién
estarian encaminados mas hacia el desarrollo de la teoria de juegos coalicionales. Es
asi como aparecen los conceptos de valor (Shapley [1953]), nicleo (Luce y Raiffa
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[1957], Gillies [1959]), kernel (Davis y Maschler [1965]), nucleolo (Schmeidler [1969)])
y conjunto de negociacién (Davis [1967]), que mencionamos en el capitulo anterior.

Afios mas tarde, Kalai y Smorodinski [1975] regresan al problema de negociacion,
y cuestionan la solucién ofrecida por Nash, recurriendo, en particular, a la critica
recibida por el axioma de independencia de alternativas irrelevantes (uno de los in-
cluidos en la solucién de Nash), asi como por los resultados contrarios mostrados
por la evidencia experimental frente a la misma (ver Roth [1995a,b]). De esta for-
ma, ofrecen una unica solucién en la que se reemplaza el axioma mencionado de la
soluciéon de Nash, por uno que cobije mejorias en la asignacién de utilidad recibida
por un agente cuando sus posibilidades de negociacién se expanden.

Posteriormente, el mismo Kalai [1977] argumentaba que en un proceso de negociacién
los individuos realizan persistentes comparaciones interpersonales de utilidad, razén
por la cual las soluciones propuestas deberian satisfacer este hecho. Asi, propone
una solucién en la que las ganancias de la negociacion deberian repartirse de for-
ma igualitaria, independientemente del poder de negociacién de los agentes, de su
actitud frente al riesgo, o de cualquier otro aspecto que pudiera afectar los resul-
tados en la soluciéon de Nash. Argumentaba que esta posicién se diferenciaba de la
de Harsanyi [1977], en el sentido de que este ltimo abogaba por la maximizacién
de la suma de las utilidades de los individuos, y destacaba la relaciéon entre esta
solucién y la propuesta de Rawls [1971] segin la cual en cada estado se debe buscar
la asignacién que maximice el bienestar del individuo peor ubicado en la sociedad.
Para la construccién de esta “solucion igualitaria” de Kalai, es necesaria la condiciéon
de invarianza ante descomposiciones del proceso de megociacion en etapas; es decir,
el resultado de la negociaciéon deberia ser el mismo, independientemente de que se
negocie de una sola vez el objeto total, o de si después de que este haya sido dividido
se realiza la negociacién por etapas y cada parte del objeto se negocia en una etapa
diferente del proceso, en donde cada acuerdo alcanzado representa el statu quo de
la siguiente etapa.

Otra vertiente del problema de negociacién, iniciada con los trabajos de Stahl [1972]
y seguidos por Rubinstein [1982], se fundamenta en un escenario no-cooperativo
donde los agentes vinculados a la negociacién realizan ofertas y contraofertas hasta
llegar a algin acuerdo (equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (Selten [1975]), en
condiciones donde el tiempo que transcurre en la negociacién y la paciencia de los
jugadores juegan un papel importante. Este acuerdo resulta estar, bajo condiciones
apropiadas, muy cerca de la solucién Nash de negociacion.

A partir de entonces, algunos autores han desarrollado modelos encaminados a jus-
tificar las soluciones cooperativas de negociacion a través de equilibrios de juegos
no-cooperativos; esto es lo que se conoce como el programa Nash (Binmore y Das-
gupta [1987]). Hart y Mas-Colell [1996], por ejemplo, plantean un modelo de nego-
ciacién multilateral en el que, en cada etapa, alguno de los jugadores, aleatoriamente
escogido, debe proponer una reparticién del objeto en cuestién; en caso de que tal
propuesta sea aceptada por todos los jugadores, la reparticion se lleva a cabo; en caso
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contrario, existe una probabilidad fija de que el jugador proponente sea retirado del
juego. En tal escenario se obtiene como resultado el valor de Shapley en juegos con
utilidad transferible; el valor consistente de Maschler-Owen en juegos con utilidad

no-transferible; y la solucién Nash de negociacién en juegos de negociacién pural.

Ahora: a partir de la propuesta de Kalai de recurrir a la invarianza ante descomposi-
ciones del proceso de negociacién en etapas, se podria pensar en el surgimiento de
una variante frente al tratamiento clasico de los problemas de negociacion, recono-
ciendo que estos no son procedimientos que determinen como solucién una tnica
situacion, sino que son procesos que se llevan a cabo a través de varias etapas. Asi,
un procedimiento diferente al cldsico para el desarrollo de un problema de nego-
ciacion consiste en subdividir el objeto total de la negociaciéon en varias partes con
el &nimo de evitar un cese en el proceso; en negociar tales partes de forma individual
y secuencial; en establecer los acuerdos alcanzados como puntos de desacuerdo para
etapas posteriores; y en continuar hasta agotar el objeto total de la negociacién. De
forma mas sencilla, el procedimiento consiste en definir una agenda de negociacion
que contemple todos los puntos a ser negociados, y establecer acuerdos sobre cada
uno de estos por aparte, con la condicién de que llegado cierto punto, si no se logra
alcanzar un acuerdo, se tiene como resultado del proceso el acuerdo alcanzado hasta
el punto inmediatamente anterior al que generé el cese de las negociaciones.

La principal ventaja de particionar un problema de negociacién consiste en facilitar
la implementacion de la solucién a través de una reduccién del riesgo de que fracase
el proceso. A este respecto, Axelrod [1984] escribia:

... por ejemplo, un tratado de control de armamentos o de desarme podria
ser descompuesto en muchas etapas intermedias; ello permitiria a las dos
partes negociadoras ir avanzando con pasos relativamente pequenos en
lugar de tener que dar uno o dos pasos grandes decisivos [...] si ambas
partes supieran que a un paso impropio de la otra se puede responder
con la decisién reciproca en la fase siguiente, ambas partes tendrian mds
confianza en que el proceso funcionard como estd previsto. (Pp. 128 y
129, cursivas propias.)

Y, de forma especifica, agregaba:

. el tener que dar muchos pasos pequenos ayudard més a promover la
cooperacién, que tener que dar solamente uno o dos muy importantes.

En la misma direccién, refiriéndose a la importancia de los acuerdos parciales en la
generacién de confianza, hace ya més de cuarenta anos Schelling [1960] escribia:

Si se consigue concluir cierto nimero de acuerdos, cada una de las partes
puede estar dispuesta a arriesgar una pequena inversiéon con el fin de

!Para la implementacién de otro tipo de soluciones cooperativas ver, por ejemplo, Vidal-Puga
[2003]
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crear una tradicion de confianza. La finalidad perseguida es permitir que
cada parte demuestre que comprende la necesidad de confianza y que
sabe que la otra la comprende también. Asi, si se tiene que negociar
sobre un asunto importante, puede resultar necesario buscar y negociar
otras cuestiones secundarias para “practicar”; para establecer la confi-
anza necesaria de cada una de las partes en que la otra comprende el
valor a largo plazo de la buena fe. Aun cuando no vaya a repetirse la
situacién en el futuro, cabe la posibilidad de crear una situacién equiva-
lente dividiendo la cuestién sujeta a negociacién en partes consecutivas.
(P. 62).

No obstante lo anterior, este enfoque ha recibido muy poca atencién por parte de la
literatura internacional. Wiener y Winter [1999] y Wiener, Winter, O "Neill y Samet
[2002] llaman la atencién sobre la prolifica discusién acerca de las soluciones estéticas
(clasicas) de negociacién, frente al corto camino recorrido en el andlisis de problemas
de negociacién en los cuales el conjunto de negociacion se expande gradualmente; es
decir, problemas de negociacién en los cuales previamente se ha establecido una
agenda. De esta forma, plantean una trayectoria de solucién a problemas de nego-
ciacién gradual en la cual la “agenda” de negociacién se considera exégena, a lo cual
aducen:

... surgen, desde luego, importantes preguntas con respecto a la agenda.
El resultado final de la negociacién depende de la forma en que el pastel
grande sea partido en pequenos pedazos. (Wiener y Winter [1999], p. 3).

Es decir, los resultados del proceso podrian cambiar dependiendo de la forma en que
se estructure la agenda.

Como una aproximacién a la idea de la agenda de negociacion, es de destacar que al
descomponer un problema de negociaciéon en varias etapas, resulta usual encontrar
que la agenda no se establece de forma previa o, de ser asi, tal agenda es susceptible
de ser modificada conforme avanza el proceso. Resulta natural pensar que las ofertas,
exigencias y acuerdos que se llevan a cabo en etapas posteriores de la negociacion,
estaran fuertemente relacionados con aquellos alcanzados en etapas previas. Puede
ocurrir que a medida que avanza el proceso una de las partes se haga mas fuerte, lo
que la llevaria a exigir més en cada etapa o, por el contrario, que el proceso mismo
se encargue de igualar a las partes, de tal forma que aquella que sea més beneficiada
en las primeras etapas deba ceder en las etapas posteriores. Asi, es claro que existe
la posibilidad de que se generen rendimientos crecientes, decrecientes o constantes
a escala durante la negociacion. Por lo tanto, es necesario reconocer el proceso de
negociacion como uno en el cual las partes enfrentan condiciones cambiantes, de-
terminadas parcialmente por el azar y por la historia misma del proceso, en el cual
ciertas posiciones de las partes pueden tomar mas fuerza conforme las etapas avan-
zan?. Asi, una posible aproximacién para la modelacién de la agenda de negociacién

2Por ejemplo, Schelling [1960] destaca la importancia de los acuerdos iniciales en un proceso de
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puede ser la consideracion del proceso mismo como de tipo trayectoria-dependiente
Arthur, Ermoliev y Kaniovski [1983, 1987]. (Ver, por ejemplo, Arévalo [2004]).

1. Modelos de Negociacion Cooperativa

Como dijimos, en un problema de negociaciéon el resultado es un acuerdo alcanzado
por todas las partes involucradas (o el statu quo del problema), y estd claro que
centrarse en la toma de decisiones individuales no es suficiente para hacer predic-
cién alguna acerca del mismo. No obstante, la teoria cldsica de negociacién asume
que cada participante en la negociacion decide entre los acuerdos posibles siguien-
do la conducta predicha por el modelo de eleccion racional. En particular, se asume
que las preferencias de cada jugador sobre los acuerdos posibles pueden representarse
mediante una funcién de utilidad von Neumann-Morgenstern®. De esta forma, pode-
mos entender un problema clasico de negociacién como un conjunto de asignaciones
de utilidad conjuntas, algunas de las cuales corresponderdn a las que obtendrian si
logran alcanzar un acuerdo, y otra al caso en el que no alcanzan ningin acuerdo.

A. Juegos de Negociacion y Soluciones

En lo que sigue se asume que la negociacién es sélo entre dos agentes (n = 2).*
Podemos, entonces, definir formalmente un juego de negociacién de la siguiente
forma.

Definicién 1. (Juego de Negociacién)

Un juego de negociacion de dos agentes es un par (F,d) donde F' C R?i_ es el conjunto
de asignaciones posibles de utilidad conjunta (posibles acuerdos), y d € F' es el punto
de desacuerdo®. Se asume que F es convexo, acotado, cerrado y comprehensivo®
(figura 2).

negociacién con una frase usual en este tipo de situaciones: “Si cedo ahora, usted revisara su opinién
acerca de mi para nuestras futuras negociaciones; para defender mi reputacién ante usted, debo
mantenerme firme”. p.45

3Es decir, se asume que las preferencias de cada agente satisfacen los axiomas de completitud,
transitividad, independencia y continuidad, de la forma convencional (Mas-Colell, Whinston y Green
[1995]).

4No hay pérdida de generalidad en este supuesto si se dejan como tinicas opciones a los jugadores
la unanimidad frente a un acuerdo o el desacuerdo total.

®Recuérdese que R% = {(x,y) € R?*|z > 0,y > 0}.

SEsto es:

i. F es convexo si para todo z,y € F CR%, y A€ [0,1], Az + (1 — Ny € F.
ii. F es acotado si existe un K > 0 tal que para todo = € F, ||z|| < K.
iii. F es cerrado si {zn}n C F'y x, — z, entonces z € F

iv. F es comprehensivosiz € F'y x > y > 0, implica y € F'.
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Figura 2: Juego de Negociacién
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Definicién 2 (Solucién de Negociacion).

Si A denota al conjunto de todos los problemas de negociacién posibles en R?, una
solucion de megociacion es una regla ¢ : A — Ri que asigna, a cada problema de
negociacién (F,d), vectores de utilidad de la forma ¢(F,d) = (¢1(F,d), p2(F,d)) € F
(una para cada agente), correspondiente a la evaluacién de su funcién de utilidad en
la solucién prescrita.

Puesto que cada posible soluciéon de negociacién podria satisfacer propiedades o
criterios de eficiencia, equidad, simetria, etc., se han desarrollado varias soluciones
de negociacién, atendiendo cada una a diferentes criterios de “reparticion” del objeto
en cuestién. A continuacién se presentan detalladamente, y de forma axiomaética,
algunas de las condiciones mas estudiadas por la literatura internacional para, mas
adelante, relacionarlas con las principales soluciones de negociacién.

B. Axiomas sobre los Juegos de Negociacion

Si (F,d) es un problema de negociacién cualquiera, estudiaremos algunas de las
propiedades (axiomas) que la teoria clésica tipicamente ha supuesto sobre él.

1. Axiomas de eficiencia
Comencemos asumiendo que los agentes podrian agotar todas las ganancias
posibles de la negociacion. Es decir, el proceso de ésta genera resultados efi-
cientes.

Definiendo la frontera del conjunto de negociaciéon F' como
OF = {(x,y) € F| no existe (Z,9) € F, tal que &> z,§ >y}
tenemos el siguiente axiomas:

Axioma 1 (Eficiencia fuerte de Pareto).
La solucién de negociacién ¢(F, d) es eficiente; es decir,
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o(F,d) € {(z,y) € F| no existe (Z,9) € F tales que & > x,y >y,
oy >y, &> ux.}

Asi, toda solucién de negociacién debe ser eficiente en el sentido de que no es
posible mejorar a algin agente sin empeorar a otro; de esta manera, se agotan
todas las ventajas extraibles de la negociacién. A esta condicién también se le
conoce como eficiencia fuerte de Pareto. Notemos que esta frontera corresponde
a la “curva de contrato” de Edgeworth [1881]. En el primer panel de la figura
3, la solucién debe estar en la curva ab; mientras que en el segundo panel, la
solucién debe estar en la curva cb pero no puede estar en la recta ac.

Figura 3: Eficiencia
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C
a - a -
F F
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Una condiciéon menos restrictiva que la anterior se conoce como eficiencia débil
de Pareto.

Axioma 2 (Eficiencia débil de Pareto).
La solucién de negociacion ¢(F,d) es débilmente Pareto-eficiente; es decir,

¢(F,d) € {(z,y) € F| no existe (z,9) € F, con & > z,9 > y}

Por lo tanto, para tener eficiencia débil de Pareto, sélo se requiere que no exista
un resultado factible en el que ambos agentes estén estrictamente mejor (se
agotan las ventajas mutuas de la negociacién). Desde luego, si una solucién es
fuertemente eficiente es también débilmente eficiente. En el segundo panel de
la figura 3, vemos que para satisfacer la eficiencia débil, la solucién ya puede
estar en la curva acb completa.

Axioma de simetria

Al abordar problemas de negociacién se ha acostumbrado asumir que si las
partes son simétricas (lo que corresponde a decir que tienen igual “poder de ne-
gociacién”) obtienen lo mismo en el acuerdo (Edgeworth [1881], Nash [1950a]).
Nos referimos a un problema de negociacién simétrico como aquel en el cual
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Figura 4: Simetria

U2

solucién

450

(d1, d2)=(0,0) “

el punto de desacuerdo se ubica en la linea donde u; = u9 y el conjunto de
acuerdos factibles F' es simétrico con respecto a tal linea (figura 4).

De esta forma, es natural exigir que la solucién a un problema de negociacién
simétrico trate por igual a ambas partes.

Axioma 3 (Simetria).
La solucién de negociacion ¢(F,d) = (¢p1(F, d), p2(F, d)) es simétrica; es decir,
si {(xvy) S R%_’(y,.fl?) € F} = F, entonces ¢1(F7d) = ¢2(F7d)

En otras palabras, si el conjunto de pagos posibles no cambia cuando estos
cambian de posicién en la negociacion, entonces recibirdn lo mismo en la solu-
cién del problema.

3. Axioma de invarianza
Pasamos ahora a analizar lo que ocurriria si cambiara la escala de utilidad de
los agentes. Al estar considerando funciones de utilidad tipo von Neumann-
Morgenstern, las soluciones a problemas de negociacién deberian ser tunicas
moédulo transformaciones afines. Asi, establecemos el siguiente axioma.

Axioma 4 (Invarianza Escalar).

Sea (H,w) el problema de negociacién definido a través de (F,d), por H =
BF +a,y w = Bd+ «a, donde 8 > 0, € Ri; y ¢(H,w) una solucién de
negociaciéon de (H,w). Entonces, ¢(H,w) = fo(F,d) + « (figura 5).

Béasicamente, lo que establece el axioma de invarianza escalar es que si el
conjunto de negociacién “se desplaza’, la soluciéon al nuevo problema de ne-
gociacién también se desplaza en igual direccién y magnitud que el desplaza-
miento del conjunto. Esto implica que el cambio en el conjunto, causado por
una modificacién en la unidad de medida de la utilidad de al menos uno de
los agentes, sélo modifica la solucién en la variacién de la escala. Es decir, la
escala de utilidad que se utilice en la medida de las utilidades no debe afectar
los resultados”’.

"Por tanto, es estandar asumir d = (0,0) en problemas de negociacién clésicos.
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Figura 5: Invarianza Escalar
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4. Axioma de Independencia

El siguiente axioma se relaciona con aquellas “contracciones” en el conjunto
de negociacién en las que algunos de los resultados siguen siendo factibles.

Axioma 5. (Independencia de Alternativas Irrelevantes)
Si ¢(F,d) € Hy H C F, entonces ¢(F,d) = ¢(H,d).

Figura 6: Independencia de Alternativas Irrelevantes

U2

U1

Asi, la solucién de un problema de negociacién, cuando se reduce el conjun-
to de resultados factibles, no se debe ver afectada por resultados que, al ser
asequibles, no fueron elegidos (figura 6). Como veremos més adelante, esta
hipdtesis es quizas la mas problemaética.

Soluciones a los Juegos de Negociacién

Analicemos, entonces, algunas de las soluciones de negociacién més conocidas a la
luz de los axiomas anteriores.

1. Solucion Nash de Negociacion

Originalmente, Nash [1950a] construyd la solucidn Nash de negociacion ¢ n(F, d)
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como aquella que maximiza el producto de las utilidades de los agentes sobre
el conjunto de megociacion:

on(F,d) € argmax(z — dy)(y — da)
s.a. z,y € F

Figura 7: Solucién Nash de Negociacion
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Es facil probar (utilizando el lagrangiano del problema de optimizacién ante-
rior) que si la frontera de Pareto de F' es suave y estd determinada por una
ecuacién de la forma H(z,y) = 0, esta frontera y la curva (x —dq)(y —dg) = ¢
para algin t, tienen una tangente en comun. Esto es, en la solucién Nash de
negociacién, el gradiente® de la funcién que determina la frontera de Pareto
(Hy(z,y), Hy(x,y)), y el gradiente del “producto de Nash” (y,z), estan rela-
cionados asi:

Hm(x7y) — Yy— d2
Hy(l'ay) :L'_dl

Esta condicién muestra la necesariedad de los dos jugadores en la negociacién.
Observemos que, a diferencia de maximizar el producto de las utilidades, max-
imizar, por ejemplo, la suma de las utilidades podria darle todo a un jugador y
nada al otro, y tal resultado seria indiferente a uno en el que se le diera la mi-
tad del objeto a cada uno; la solucién de Nash excluye tales casos reconociendo
la importancia de ambos jugadores en la determinacion del acuerdo final. De
hecho, la solucién Nash reconoce méas que eso:

Teorema 1 (Nash [1950a]).

La solucion Nash de megociacion es la unica que satisface los axiomas de efi-
ciencia fuerte de Pareto, simetria, invarianza escalar e independencia de las
alternativas irrelevantes.

8El gradiente de una funcién H : R? — R es el vector de derivadas parciales (90H/0x,0H/dy),
que también se escribe (Hz, Hy).
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Demostracién.
Ver Nash [1950a] O

Ejemplo 1.

1. Sea F = {(z,y)|x? + y* < 1, para todo = > 0,y > 0}
d1 = do = 0. Encontremos la solucién Nash de negociacién.

Este problema puede interpretarse como uno en el que los dos jugadores
obtienen un pago de 1 o menos (conjuntamente) si logran ponerse de
acuerdo respecto a alguna reparticion, y cero en caso contrario; encontrar
la solucién Nash de negociacién en este problema equivale a:

max xy sujeto a: 2?4+y2=1, >0, y>0
x7y

A partir de las condiciones de primer orden, es facil mostrar que

o (F,(0,0)) = (%%)

(Ver figura 8).

Figura 8: Solucién Nash de Negociacién
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2. Consideremos ahora d = (0,8, 0,2), y encontremos nuevamente la solucién
Nash de negociacion.

En este caso, el problema consiste en resolver

méax(z — 0,8)[(1 — 222 = 0,2]

A partir de las condiciones de primer orden encontramos
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on(F,(0,8,0,2)) = (0,90536,0,42464)

Notemos de lo anterior que incrementar la utilidad que el jugador 1 ob-
tiene en el desacuerdo por encima de lo que obtiene el jugador 2, hace
que aquel obtenga una mayor utilidad con respecto a este ultimo, y con
respecto a lo que obtenia en el caso simétrico. Asi, podemos ver que la
posicién de cada uno de los jugadores en caso de desacuerdo incide sustan-
cialmente en el pago que estos obtienen en caso de alcanzar un acuerdo.

A

Ejemplo 2 (Soborno y Control del Crimen (Muthoo [2001])).

Un individuo I estd decidiendo si comete o no un crimen en el que robaria
una cantidad de dinero 7 > 0. Si decide cometer el robo, hay una probabilidad
fija a de ser capturado por un policia P. El policia es sobornable, y en caso
de capturar al ladrén, negocia con éste un soborno b que I entregaria a P a
cambio de que no sea llevado a una estacién de policia. Los posibles acuer-
dos son todas las reparticiones posibles que pueden hacer del botin robado:
{(m—1b),b) tal que 0 < b < 7}. En caso de que no logren un acuerdo, el policia
lleva al ladrén a la estaciéon donde este iltimo tendria que pagar una multa
7v del total robado, donde v € (0, 1] es la tasa de penalizacién. Asumimos que
ambos agentes son neutrales al riesgo.

En caso de que el ladrén sea capturado debe negociar con el policia el soborno
b que debe ser pagado; luego, de acuerdo con la solucién Nash de negociacion,
debemos resolver el problema

mgix[w —b—7(1—-2)](b)

, ™ ., .
Asi, b = —. De esta forma, la solucién Nash de negociacién establece las

siguientes utilidades:

(13
UP:%U

Notemos que la tasa de penalizacién afecta positivamente el soborno que debe
ser pagado aunque tal pago efectivamente nunca se realice. Ahora: para de-
terminar si el individuo efectivamente decide cometer el crimen, calculemos su
utilidad esperada:

UE = an [1— <g>} +(1-a)r
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luego el individuo no comete el crimen si, y sélo si, av > 2. Pero como
0 <a<1y0<wv <1, entonces av < 1 para toda tasa de penalizacion
y toda probabilidad de captura, y asi el crimen siempre se realiza. Obsérvese
que esto coincide con la intuicién general de que mayores penalizaciones no
ayudan en la lucha contra el crimen si estas no van acompafnadas de campanas
institucionales en contra de la corrupcion. Es decir, segin este modelo, la lucha
contra el crimen se gana atacando la corrupcién y no incrementando las penal-
izaciones. A

Nota 1.

Para situaciones en que los jugadores presenten diferente “poder de nego-
ciacion™, se utiliza lo que se conoce como el producto de Nash generalizado,
donde la solucién de negociacién maximiza la expresién (z1 — dy)®(z2 — dz)?,
siendo «, 6 > 0 “indicadores” de tal poder de negociacion de los jugadores 1 y
2 respectivamente.

Solucion Kalai - Smorodinsky (1975)

Como dijimos en la introduccién, Kalai y Smorodinski [1975] cuestionaron la
solucién ofrecida por Nash debido a la existencia de amplias criticas recibidas
por el axioma de independencia de alternativas irrelevantes (Luce y Raiffa
[1957]) y, sumado a esto, proponen el siguiente ejemplo, en el que utilizar la
solucion de Nash arroja resultados contraintuitivos.

Ejemplo 3 (Kalai y Smorodinski [1975]).
Consideremos el problema de negociacién (Fi,d) donde d = (0,0), y F es el
conjunto de los pares (x,y) que satisfacen lo siguiente:

0<zx<1

1
1—§a; six <3/4
31—z) sixz>3/4

y:

De forma similar, construyamos (Fs,d) con d = (0,0) y F» igual al conjunto
de los pares (z,y) que satisfacen:

0<x<1
_J1-03z siz <1
el intervalo [0,0,7] siz=1

Notemos que para todo valor fijo de = (0 < x < 1) existe un valor de y para el
cual (z,y) € OFy y un valor de z para el cual (z,2) € OF; y y > z. Por lo tanto,
el jugador 2 tiene motivos suficientes para exigir mas en el segundo problema

9A causa de su aversién al riesgo, informacién disponible, etc.
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Figura 9: Problemas con la Soluciéon Nash
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de negociacién con respecto a lo que obtendria en el primero; sin embargo, es
facil probar que la solucién Nash de negociacién asigna los siguientes pagos:

¢N(F17d) = (0’7550775)7 Yy
on(Fo,d) = (1,0,7)

luego la “ventaja” que esperaria el jugador 2 a causa de la expansion del con-
junto de negociacién no se traduce en una mayor utilidad en la solucién al prob-
lema. A

Para subsanar esta deficiencia de la solucién de Nash, los economistas Kalai
y Smorodinski [1975] reemplazan el axioma de independencia de alternativas
irrelevantes por uno de monotonicidad, y proponen una nueva solucién que
veremos enseguida.

Axioma 6 (Monotonicidad Fuerte).
Si F C F', entonces ¢;(F,d) < ¢;(F',d) parai=1,2.

Es decir, al expandirse el conjunto de posibles acuerdos, ambos agentes deben
verse beneficiados (o al menos no deben empeorar). Tomemos como ejemplo
a dos individuos que estan decidiendo cémo repartirse una unidad monetaria.
Si, adicional a esto, se les diera otra unidad monetaria, entonces, de acuerdo
con el axioma de monotonicidad, ninguno de los dos deberia verse perjudicado
con respecto al acuerdo que alcanzaban cuando sdlo se repartian la unidad
monetaria inicial. No obstante, en algunos casos es posible que la expansién
del conjunto favorezca a uno solo de los agentes, luego en tales casos no seria
correcto esperar que ambos se vieran beneficiados. El axioma de monotonicidad
individual se centra en estas situaciones.

Axioma 7 (Monotonicidad Individual).
Sea a;(F,d) la utilidad maxima posible del jugador ¢ en el problema de nego-
ciacion (F,d). Si F C F' y a;(F) = a;(F"), entonces ¢;(F,d) < ¢;(F',d).
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Notemos que si se satisface la condicién de monotonicidad fuerte, se tiene
inmediatamente la de monotonicidad individual.

Siguiendo con el ejemplo 3 inmediatamente anterior, consideremos el caso en
que sélo uno de los individuos realiza una labor que le permite tener derecho a
recibir la unidad monetaria adicional. De acuerdo con el axioma de monotonici-
dad individual, el individuo que realiza esta labor no deberia verse perjudicado
con respecto al acuerdo que se alcanza cuando sélo hay una unidad monetaria,
sélo por el hecho de que una nueva unidad sea ahora parte de la negociacién.

Definiendo el “punto ideal” I(F,d) de un problema de negociacién (F,d), donde
I;(F,d) = max{z;|x € F,paratodo i}, lasolucién Kalai-Smorodinsky ¢ i (F, d)
es el punto en la frontera del conjunto factible que conecta el punto de desacuer-
do con el punto ideal (figura 10).

Figura 10: Solucién Kalai-Smorodinski
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Asi, la solucién Kalai-Smorodinski es el inico punto en la frontera eficiente en

el cual
(y—d2)  (I2(F,d) —ds)

(m—dl) (Il(F,d)—dl)

Teorema 2 (Kalai y Smorodinski [1975]).
La solucion Kalai-Smorodinski es la unica que satisface los aziomas de eficien-
cita débil de Pareto, simetria, invarianza escalar y monotonicidad individual.

Demostracién.
Ver Thomson [1994] O

Cuestionando la soluciéon Nash de negociacién, notemos que la solucién Kalai-
Smorodinski en el ejemplo 1, es (0,75,0,75) en el primer caso (la misma de
Nash), pero es (0,769, 0,769) en el segundo, lo cual muestra que, efectivamente,
tiene en cuenta la posicion favorable que esperaria el jugador 2 a causa de la
expansién del conjunto.
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3. Solucion Igualitaria (Kalai [1977])

Dos anos después de presentar la solucién Kalai-Smorodinsky, el mismo Kalai
desarrolla otra posible opcién como resultado de una negociaciéon. La solucién
igualitaria de un juego de negociacién (F,d), ¢7(F,d), divide por partes iguales
entre los agentes las ganancias resultantes de la negociacion. Esto es, para todo
problema de negociacién (F,d), ¢7(F,d) es el vector en la frontera de F' cuyas
coordenadas son iguales. Asi, la solucion igualitaria maximiza la funcion de
bienestar social min{x,y} sobre F (Figura 11). Lo anterior equivale a que
siempre y — do = = — d;.

Figura 11: Solucién Igualitaria
Uz

Teorema 3 (Kalai [1977]).
La solucion igualitaria es la unica que satisface los axiomas de simetria, efi-
ciencia débil y monotonicidad fuerte.

Demostracion.
Ver Thomson [1994]. O

Soluciones igualitarias aparecen con frecuencia en negociaciones informales.
Situaciones en las que un agente pide una concesién al otro a cambio de lo que
éste ha hecho (o estd haciendo) por él, son una evidencia de esto. Nétese la
comparacion de utilidades implicita que hay en argumentos como este.

4. Solucion Utilitaria (Harsanyi [1977])
Otra posibilidad en el resultado de una negociacién fue planteada por el mis-
mo Harsanyi en 1977. La solucién utilitaria ¢y (F, d) maximiza la suma de las
utilidades individuales. Es decir, ¢y (F,d) = argmax(xz+y) sobre F' (figura 12).

Teorema 4 (Harsanyi [1977]).
La solucion utilitaria es la unica que satisface los axiomas de eficiencia fuerte y
simetria.
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Figura 12: Solucién Utilitaria
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Demostracién.
Ver Thomson [1994] O

Al igual que en la solucién anterior, soluciones utilitarias también aparecen con
frecuencia en negociaciones informales y también conllevan comparaciones interper-
sonales de utilidad. Frases como “haz esto por mi porque esto me beneficia mas a
mi de lo que te perjudica a ti”, son un ejemplo de lo que estd implicito alli.

Analicemos ahora un ejemplo en el cual, para un problema de negociacién especifico,
podamos hallar las cuatro soluciones de negociacién que hemos presentado.

Ejemplo 4.

Sea d = (0,0), y sea F = {(z,9)|0 < z < 1,0 < y < (1 — z)/2}. Este juego
puede ser interpretado como un problema de negociacién en el cual dos agentes
deben repartirse una unidad monetaria. Si logran llegar a un acuerdo, obtienen, en
conjunto, tal unidad; si no logran llegar al acuerdo, ambos obtienen cero. El agente
1 es neutral al riesgo, mientras el 2 es averso al riesgo. Calculemos las diferentes
soluciones expuestas arriba.

a. Solucion Nash de negociacion: para encontrar la solucion de Nash, debemos
encontrar el valor méximo de la funcién z - (1 — z)/2. Derivando la condicién

de primer orden obtenemos x = 2/3 = 0,666,y = (1/3) 12 = 0577

b. Solucion Kalai-Smorodinsky: inicialmente, es necesario tener en cuenta que
I1 =1, =1, y que di = dy = 0. De esta forma, reemplazando en la expresion
que caracteriza a esta solucién tenemos y/xz = 1, por lo que x = (1 — x) 12 y
asi x =y = 0,618.

c. Solucion igualitaria: como dy = ds = 0, debemos tener x = y; de esta forma
z = (1 — )2, con lo cual se obtiene x = y = 2/3. Pero como este punto
estd por fuera del conjunto factible, la solucién igualitaria serd (0.618, 0.618),
que si pertenece a la frontera del conjunto.
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d. Solucion utilitaria: para esta solucién necesitamos encontrar el valor maéxi-
mo de la funcién z + (1 — z)'/2. Calculando la condicién de primer orden y
despejando, obtenemos x = 0,75,y = 0,5.

Figura 13: Soluciones de Negociacion
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Las soluciones anteriores pueden observarse en la figura 13. Notemos que, en este
caso particular, las soluciones igualitaria y Kalai - Smorodinsky coinciden, lo cual en
general no tiene que ocurrir. Esto puede verse facilmente si, por ejemplo, la cantidad
a repartir fuera diferente de 1. De otro lado, notemos cémo la solucion Nash de
negociacion “penaliza” al agente mds averso al Tiesgo en cuanto a su participacién
de la unidad monetaria y, por consiguiente, también en cuanto a su utilidad: para
la solucién Nash, la actitud de un agente averso al riesgo frente a la posibilidad
de que la negociacion fracase y obtenga la utilidad del desacuerdo hace que éste
acepte acuerdos que le generan una menor utilidad que la que obtendria si estuviera
dispuesto a “correr riesgos” y, por ejemplo, exigir un poco mas en la negociacion.
A

Ejemplo 5 (Negociacién Sindical).

Los directivos de una empresa y su sindicato estdn negociando sobre las acciones
que se desarrollardn el proximo ano. Puede acordarse la construccién de una sede
deportiva (A) o un alza general de salarios (B); en caso de que no logren llegar
a un acuerdo se iniciard una huelga (C'). Supongamos que las partes pueden en-
contrar variables con cualquier distribucién de probabilidad deseada y que pueden
condicionar su decisién en ésta. Los directivos de la empresa estdan interesados prin-
cipalmente en la construccion de la sede deportiva, y un alza general de salarios es
considerada igual de indeseable al inicio de una huelga. Para el sindicato lo mejor
serfa un alza general de salarios, lo peor seria iniciar la huelga, y serian indiferentes
entre la construccién de la sede deportiva y una loteria que con probabilidad 1/4
genere un alza de salarios y con probabilidad 3/4 el inicio de la huelga. Si ambas
partes satisfacen los axiomas de la teoria de la utilidad esperada, encontremos, para
este problema, las soluciones de negociacién que hemos presentado.
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Lo primero que podemos hacer es establecer esta situacién como un problema de
negociacion. Aqui,

F = {pUp(A)+ (1 = p)Up(B),pUs(A) + (1 —p)Us(B)|p € [0,1]}
d= (Up(C),Us(0))

donde p es la probabilidad de que se construya la sede deportiva, Ug es la utilidad
del sindicato, y Up es la utilidad de las directivas. Ahora: es necesario también
encontrar la escala de utilidad de cada una de las partes; para esto tengamos en
cuenta que:

1. Para los directivos:
Up(A) > Up(B),Up(A) > Up(C),Up(B) = Up(C); como la opcién preferida
es A y la peor opcién es C', podemos hacer una normalizacion de tal forma que
Up(A) =1,Up(C) =0, con lo cual se obtiene Up(B) = 0.

2. Para el Sindicato:
Us(B) > Us(C),Us(A) = 1/4Us(B)+3/4Ug(C). Haciendo una normalizacién
igual al caso anterior, tenemos: Us(B) = 1,Ug(C) =0, Us(A) = 1/4.

a. Como la soluciéon Nash de negociacién maximiza el producto de las utilidades
de los agentes, necesitamos encontrar una distribucién de probabilidad sobre
los dos posibles resultados de tal forma que el producto de las utilidades es-
peradas de los agentes sea el mas alto posible; es decir, necesitamos solucionar
el siguiente problema:

max [pUp(A4) + (1 = p)Up(B)][pUs(A) + (1 — p)Us(B)]
Reemplazando los valores encontrados arriba, obtenemos:
z p
mix p (3+(1-0))|

La condicién de primer orden de este problema es 1 — (3p/2) = 0, y por tanto
la distribucién de probabilidad que buscamos es (2/3,1/3); reemplazando en
las funciones de utilidad esperada, la solucién Nash de negociacién es

21
b. Para encontrar la solucién utilitaria necesitamos solucionar
. p
maxp+=+1—p
P 4

luego la distribucién de probabilidad buscada es (1,0), con lo cual la solucién
utilitaria es ¢y = (1,1/4).
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c. Para encontrar la solucién igualitaria hacemos p = g 4+ 1 — p, con lo que
obtenemos p =4/7,y ¢r = (4/7,4/7).

d. Finalmente, para encontrar la solucién de Kalai y Smorodinski, notemos que
la utilidad méaxima que cada uno de los jugadores puede obtener es 1, luego
la relacion de utilidades en el punto ideal es también 1. Necesitamos entonces
encontrar un p tal que (1 — (3p/4))/p = 1, es decir, p = 4/7, con lo cual la
solucion de Kalai y Smorodinski y la solucién igualitaria coinciden.

Notemos que, en este ejemplo, encontrar una solucién de negociaciéon corresponde
a encontrar la distribucién de probabilidad que maximiza cierta funcién objetivo.
Esto se percibe con frecuencia en negociaciones reales cuando se observa a las partes
supeditar un acuerdo a cierto resultado de otra variable que, en general, tiene una
distribucién de probabilidad conocida. Un ejemplo de esto es condicionar un alza de
salarios a la superacién de la cuota de ventas de cierto periodo de tiempo, o atar tal
alza, por ejemplo, al incremento en el indice de precios. Notemos, por otro lado como
las soluciones igualitaria y Kalai-Smorodinski eligen la distribucién de probabilidad
mas equitativa, mientras la utilitaria busca favorecer exclusivamente al jugador 1.
La solucién Nash, por su parte, al maximizar el producto de las utilidades de los
agentes, elige una distribuciéon de probabilidad que, si bien favorece mas al jugador
1, no desconoce la importancia del jugador 2.

A

Es importante destacar que las soluciones utilitaria y Nash de negociacién tienen una
similitud importante en cuanto a que la primera de estas establece como un resultado
de la negociacion una asignacién de utilidades en la cual un incremento en la utilidad
de un jugador no sea mayor a la reduccién en la utilidad del otro; por su parte, la
solucion Nash de negociacién parte del mismo principio pero en términos relativos;
es decir, una asignacion de utilidades es la solucion Nash de negociacién si no existe
otra asignacién en la que un jugador incremente porcentualmente su utilidad mas
de lo que se reduce la utilidad del otro. Para ver esto en detalle consideremos el
siguiente ejemplo

Ejemplo 6 (Young [1991a,b]).

Ramén y Lina han recibido iguales participaciones de la herencia de sus padres.
La propiedad consiste en $200.000 en efectivo y 100 hectdreas de tierra. A Lina le
gusta el dinero pero tiene un valor sentimental por la tierra. Ramoén, por su parte,
tiene poco ingreso y no le interesa la tierra, excepto por lo que podria obtener de
ella en caso de venderla. Lina seria indiferente entre recibir toda la tierra o un pago
de $300.000, mientras Ramén es indiferente entre recibir toda la tierra y un pago
de $100.000 que seria lo que obtendria en la venta. Asumimos que ambos hermanos
tienen tasas de cambio fijas entre dinero y tierra; esto es, Ramén valora cada hectarea
en $1.000, mientras Lina valora cada hectarea en $3.000.

Midiendo la utilidad de cada uno de los jugadores en términos monetarios, encon-
tremos las dos soluciones de negociacién mencionadas.
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Dado que Lina valora cada hectarea de tierra mas que Ramon, entonces ella de-
beria tener toda la tierra. Sin embargo, dado que los dos valoran de la misma forma
el dinero, entonces cualquier reparticién de dinero estaria acorde al principio utili-
tarista; incluso la condicién de que todo el dinero lo tuviera Lina.

Ahora, consideremos una situaciéon en la que Ramoén termina con todo el dinero
($200.000) y Lina termina con toda la tierra (a la que le asigna un valor monetario
de ($300.000). Si transfiriéramos una hectérea de tierra de Lina a Ramén, la utilidad
de Ramén se incrementaria en 1.000/200.000=0.5 %, mientras que la de Lina se
reducirfa en 3.000/300.000=1 %, luego tal transferencia no deberia realizarse. Es
decir en la soluciéon Nash de negociacién Lina recibe toda la tierra y Ramén todo el
dinero.

A

Las soluciones de negociacién utilitaria e igualitaria que hemos visto, estan es-
trechamente relacionadas con la solucién Nash de negociacion

Teorema 5 (Soluciones A-igualitaria y A-utilitaria).
La asignacion de utilidades ¢ (F,d) es la solucion Nash de negociacion, si existen
numeros positivos A, \s tales que

/\1:E — )\1d1 = )\gy — )\gdg (1)
AT 4+ Aoy = max Mz + Aoy (2)
z,yel
Demostracién.
Ver Myerson [1991] O

Las asignaciones de utilidad “M-igualitaria” y “A-utilitaria”, y surgen utilizando un
criterio similar a los de las soluciones iniciales incluyendo diferentes ponderaciones
para cada uno de los jugadores.

Ejemplo 7.
Encontremos las soluciones “A-igualitaria” y “A-utilitaria” para el ejemplo 4.

Solucién

En la solucién Nash de negociacién habfamos obtenido x1 = 2/3, 22 = 1/4/3. Uti-
lizando el teorema 5 y haciendo A\; = 1, encontramos

Ay = QT\/g = 1,1547

De esta forma, si multiplicamos la utilidad del jugador 1 por Ay y la del jugador 2 por
Ao =1.1547, A\1x1 y A\1x9 son las soluciones A-igualitaria y A-utilitaria. Para ver esto,
encontremos las soluciones utilitaria e igualitaria en donde la unica diferencia con
el problema original consiste en “escalar” la utilidad del jugador 2 multiplicindola
por una constante K = 1,1547, lo cual deberia ser irrelevante. Asi:

1
G={(y1,y2)[0 <y1 <1,0 <y <1,1547(1 —yy)2}
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Con la misma metodologia que hemos utilizado, encontramos como soluciones igual-
itaria y utilitaria y; = 2/3,y2 = 2/3. Luego x1 = 2/3,20 = 1/V/3 es la solu-
ciéon Nash de negociacién, la solucién A-igualitaria, y la solucién A-utilitaria con
(A1, A2) = (1,1,1547).

A

D. Una Nota sobre Evidencia Experimental (Roth y Murnighan
[1978])

Como era tal vez de esperarse, la evidencia empirica, no-controlada referente a prob-
lemas de negociacién es bastante reducida, y por tanto ha sido necesario recurrir a
la herramienta experimental para poner a prueba las hipotesis de esta teoria. En
particular, la solucién de Nash establece que el resultado de la negociacién estd de-
terminado por las preferencias de los negociadores sobre el conjunto de alternativas
posibles y su deseo de tolerar el riesgo. En los primeros experimentos realizados
en el area, dos jugadores debian repartirse una cantidad monetaria, asumiendo que
la utilidad de cada agente correspondia al total del dinero obtenido. Sin embargo,
esto implicaba asumir de antemano que los agentes eran neutrales al riesgo y los
resultados obtenidos fueron en direccién contraria a la teoria. No obstante, las fallas
obtenidas fueron ignoradas, presumiéndose que si habia alguna ésta deberia estar
relacionada con los parametros relevantes: a fin de cuentas, en la solucién de Nash
las preferencias y la aversién al riesgo son los tinicos determinantes del resultado de
la negociacién, y en estos experimentos se habian supuesto exégenos. De esta forma,
para tener mejores experimentos era necesario medir o controlar las utilidades de
los agentes.

Roth y Malouf [1979] disefiaron un experimento en el cual se negociaban tiquetes de
loteria; cada negociador podia ganar uno de dos premios \; y o; con A\; > o;. Si, por
ejemplo, un jugador tenfa al final de la negociacién el 70 % de los tiquetes de loteria,
esto queria decir que podia ganar \; con una probabilidad del 70 %. Si no alcanzaban
un acuerdo, ganarian cada uno ¢;. Dada la invarianza escalar, no hay problema en
asumir u;(\;) = 1,u;(0;) = 0. Asimismo, la utilidad para los deméds resultados
serd igual al porcentaje de tiquetes de loteria que obtuviera el agente. De acuerdo
con los supuestos de la teoria, los resultados relevantes no deberian depender de la
escogencia de A; y ;. Vale la pena notar que en estos experimentos hay informacién
completa; esto es, cada jugador conoce la probabilidad de ganar, por lo cual conoce la
utilidad de cada uno de los agentes. En este escenario, el resultado de la negociacion
no debe depender de los premios, ni del hecho de conocer o no su valor monetario;
esto es, precisamente, lo que se buscaba probar. Se empieza haciendo o; = 0. Los
premios grandes ()\;) podrian o no ser iguales entre los jugadores. En caso de no serlo,
se establecié una relacién de 1 a 3 entre estos. En los experimentos, los jugadores no
se conocen y se comunican por medio de mensajes de texto a través de terminales
de computador.

Se diseniaron dos escenarios; en el primero de ellos (informacién total) cada jugador
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conoce ambos premios. En el segundo (informacién parcial), cada jugador sélo conoce
su propio premio. En ambos escenarios, la teoria predice una reparticion 50: 50. Sin
embargo, esto s6lo fue asi cuando los premios eran iguales o cuando la informacién
era parcial. Si los premios eran diferentes, los resultados se inclinaron hacia una
igualacién de los valores esperados; es decir, el jugador con un menor premio obtuvo
una mayor parte de los tiquetes de loteria. Contrariamente a lo que predice la teoria,
de aqui se puede concluir que “los premios importan”.

Roth, Malouf y Murnighan [1981] crearon otro experimento para determinar si era
posible crear puntos focales arbitrarios. Cada pareja negocia fichas con un cierto
valor monetario. Cada jugador conoce el valor de sus fichas, mientras el valor de las
fichas del otro se utilizé como variable experimental. Se crearon tres escenarios dis-
tinguiendo informacién baja, intermedia y alta. El primero y dltimo caso replicaron
los resultados que se tenian previamente. En el caso con informacién intermedia
(cada jugador conoce el valor de las fichas del otro pero no su premio) los resulta-
dos fueron bastante similares a los de informacién parcial. De esta forma, existe un
problema con el valor de los premios, que termina generando la aparicion de puntos
focales.

En cuanto a la aversion al riesgo, como vimos en el ejemplo 4, a medida que ésta es
mayor para un agente, su resultado en la negociaciéon serd peor. Este resultado es
bastante general, a menos que existan acuerdos peores que el punto de desacuerdo.
En el disenio de experimentos al respecto, era necesario medir las preferencias de los
agentes, para lo cual se consideraron loterias con tres premios A;,o; y ;. Después
de haberse encontrado diferencias significativamente grandes en la aversion al riesgo
entre los participantes, se formaron parejas con un agente altamente averso frente a
otro con baja aversiéon. En un primer juego, el punto de desacuerdo era mayor que
el premio menor, y en un segundo juego esta relaciéon se invertia. Las predicciones
de la teoria sobre estos juegos son que el agente mds averso se veria relativamente
beneficiado en el primer juego y perjudicado en el segundo. Especificamente, no sélo
el jugador mas averso debe ganar mas en el primer juego que en el segundo, sino
que debe obtener més del 50 % de los tiquetes en el primer juego, y menos del 50 %
en el segundo, si \{ = Ao =\, 01 =09 =0 y §1 = 6o = . Los resultados obtenidos
muestran que el “efecto punto focal” es mayor que el impacto de la aversion al riesgo.
Basicamente, la aversién al riesgo genera un impacto en la direcciéon esperada pero,
cuantitativamente, bastante reducido. Aparte de lo anterior, son de destacar las
regularidades encontradas en cuanto a la frecuencia de los desacuerdos y al alto
nimero de acuerdos alcanzados sobre el momento limite de la negociacion.

Ejercicios 1.

1. Para el problema del ejemplo 5:

a. Encuentre la solucién Kalai-Smorodinski.
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b. En qué cambian los resultados de la solucién Nash de negociacién del
ejemplo 3 si en caso de que se inicie la huelga el sindicato hace efectivas
algunas demandas legales que tenia contra las directivas de tal forma
que para estas el desacuerdo (inicio de la huelga) se convierte en una
situacién peor; especificamente, los directivos ahora serian indiferentes
entre un alza general de salarios y una loteria en la que, con probabilidad
2/3 se construye la sede deportiva y con probabilidad 1/3 se inicia la
huelga. Las demandas legales no cambian las preferencias del sindicato
respecto a los estados posibles.

2. Considere un problema de negociacién de repartir un délar donde u(z) = z
para el jugador 1, y v(y) = 2y — y? para el jugador 2, y = e y son tomados del
intervalo [0, 1].

a. Dibuje el conjunto de negociacion.
b. Encuentre la solucién Nash de negociacién.

c. Encuentre la solucion utilitaria.

3. Encuentre la solucién Nash de negociacién para el problema de dividir un peso
si las funciones de utilidad de los jugadores son:

a. u(x) = z, mientras

o(y) = 1,2y para y € [0,0,75],
Y7006+ 04y paray e 0,75, 1]

b. u(z) = z, mientras

3y para y € [0,0,2],
v(y) =
0,5+ 0,5y, paray € [0,2,1]

1. Modelos de Negociaciéon No-Cooperativa

Los modelos cooperativos de negociacién que estudiamos en la seccién anterior, al
no hacer explicita la forma en que se desarrolla la negociacién entre los agentes, no
permiten entender como se alcanza el acuerdo prescrito. Stahl [1972] y Rubinstein
[1982] abordaron este problema asumiendo un juego secuencial en el que, en cada
etapa, le correspondia a uno de los jugadores el turno de proponer alguna reparti-
cién del objeto en cuestion, e inmediatamente el otro deberia decidir entre aceptar o
rechazar tal propuesta; en caso de que alguna oferta fuera aceptada el juego termina-
ba, mientras que si un jugador rechazaba una oferta, seria su turno de hacer una
contraoferta; el juego continuaba, entonces, hasta alcanzar un acuerdo, o se jugaba
infinitamente a través de sucesivos desacuerdos.
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A continuacién presentamos los conceptos bésicos acerca de la caracterizacién de las
preferencias de los jugadores en un juego de negociacién no-cooperativa y posterior-
mente mostramos los dos enfoques principales para analizar este tipo de juegos.

Para especificar un modelo de negociacion por etapas, asumamos dos jugadores, N =
1,2, y normalicemos el objeto de la negociacién de tal forma que los posibles acuerdos
sean del tipo (k,1 — k), donde k es la participacién del objeto de la negociacién que
corresponde al jugador 1. Sea F' el conjunto de tales posibles acuerdos. El juego se
desarrolla a través de un conjunto (posiblemente infinito) de etapas 7' = 0,1,2, ....
Diremos que al jugador 1, por ser el primero en ofrecer, le corresponde hacer ofertas
(z,1 — x) en las etapas pares, mientras que el jugador 2 hace ofertas (1 — y,y) en
las etapas impares. Al igual que antes, el punto de desacuerdo estd dado por d.
Para cada jugador i establecemos una relacién de preferencia —-; sobre el conjunto
de pares (k,t) € (F x T) U {d} que satisface las siguientes condiciones:

1. Estacionareidad de las preferencias:
Para todox € F, t € T:
(x,t) i (&, 6+ 1) siy sélosi (2,0) z; (2,1), y
(z,t) 7i (2,t) si, y solo si, (x,0) 7; (2,0)

2. Tiempo costoso:
(x,t) i (z,t 4+ 1) para todo t € T,z € F,i = 1,2, con preferencia estricta si
(x,0) =, d.

3. No deseabilidad de desacuerdo:
(x,t) Z;dparatodot € T,x € F

4. Continuidad de las preferencias:
Siz, € F,y, € F para todo n, {x,,} converge a z € F, {y,} converge ay € F,
¥ (@) =i (s 5) para todo n, entonces (z,1) 5 (4, 9).

Las condiciones anteriores garantizan que existe una funcién de utilidad continua
Stui () tal que (z,t) 7, (&, s) si, y s6lo si, 0tu;(z) > 6Fui(2). (Kreps [1990]). Ademés
de lo anterior asumimos:

5. No-Redundancia:
Existe un tnico par de acuerdos (x*,y*) para los cuales (z*,1) ~1 (y*,0),
(y*,1) ~o (2*,0), y ambos (z*,y*) son eficientes.

De forma similar a los demés juegos “dinamicos” que hemos estudiado, en un juego
de negociacion, una estrategia para el jugador i consiste en una “regla de oferta y
aceptacion” que establece una propuesta para cada etapa en la que ¢ debe proponer
una reparticion, y la especificacién de las condiciones bajo las cuales acepta o no
una oferta de su oponente. Con base en lo anterior, notemos que en un juego de este
tipo existen infinitos equilibrios de Nash; por ejemplo, la estrategia del jugador 1
podria consistir en ofrecer siempre una reparticién (1,0), aceptar (1 —y,y) si, y sélo
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si, y = 0, y rechazar cualquier otra oferta; por su parte, la estrategia del jugador
2 podria consistir en aceptar cualquier oferta y ofrecer siempre (1,0). Dada esta
combinacion de estrategias, ninguno de los jugadores tendria incentivos unilaterales
a desviarse. Sin embargo, un equilibrio de Nash como este no es perfecto en subjuegos
ya que se sustenta en la “amenaza” del jugador 1 de rechazar cualquier oferta para
la que = < 1. Sin embargo si, por ejemplo, en la etapa cero, el jugador 2 rechaza la
oferta del jugador 1y, seguido a esto, propone (z, 1—%) tal que u(z) > §u(z*), donde
z* es lo maximo que el jugador 1 podria ganar en la etapa 1, este iltimo deberia
aceptar tal oferta; por lo tanto, esta combinacién de estrategias de equilibrio de
Nash no es perfecta en subjuegos. Al igual que antes, una solucién satisfactoria a
un juego de negociacién no-cooperativo debe excluir aquellos equilibrios basados en
amenazas no-creibles; esto es, buscamos un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos
del juego de negociacion.

A. El Modelo de Stahl [1972]

El enfoque desarrollado por Indahl Stahl [1972] para atacar el problema de ne-
gociacién no-cooperativa consiste, inicialmente, en asumir que la negociacién debe
llevarse a cabo en un nimero finito de etapas T previamente determinado y, poste-
riormente, analizar el comportamiento de las ofertas de equilibrio cuando T tiende a
infinito; esto ultimo captura la idea de que el tiempo limite de la negociaciéon puede
ser indefinido. Para esto se asume una tasa de descuento exdgena e igual para los
dos jugadores, asi como una funcién de utilidad lineal en la participacién del objeto
a negociar; es decir, 61 = 0o = 0, y u;(k) = k parai = 1,2, k € [0, 1].

Analicemos, entonces, el comportamiento de equilibrio en el juego con T finito.
Para esto, asumamos inicialmente que 7' es un nitimero par; como el jugador 1 es
quien propone una reparticiéon en la etapa cero, serd también el ltimo en proponer;
ademas, una vez llegada la etapa T, el jugador 1 podria no ofrecerle nada al jugador
2, quedarse con todo el objeto restante de la negociacion, y la condicién de perfeccién
en subjuegos indicaria que el jugador 2 aceptaria tal propuesta y los pagos serian
(5T, 0). Sin embargo, previendo este comportamiento, en la etapa T'— 1 el jugador 2
podria ofrecerle 67 al jugador 1 y obtener 671 — §7 para sf; es decir, la reparticién
serfa de la forma (67, (671(1 —4))). Con un argumento similar, en T — 2 el jugador
1 podria haberle ofrecido §7~1(1 — §) al jugador 2, con lo que éste aceptaria, y se
alcanzarfa una reparticién de la forma (67-2(1 — 6+ 62),07 1 (1 — §)). Continuando
con el mismo razonamiento, encontramos que en 7' = 0 la reparticién que el jugador
1 propondria es:

(1=0+0%—8 4+ ..+ 0D), (01 -6 +06% =8+ .. —6T71Y))
lo cual, teniendo en cuenta la condicién § < 1, es:

L+ 67+ §(1—67T)
146 = 1496
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Notemos que esta propuesta de equilibrio en la primera etapa de parte del jugador
1 depende de la tasa de descuento intertemporal 4, y del numero de etapas en las
cuales debe llevarse a cabo la negociacién. Tal como dijimos antes, calculemos el
limite de tales ofertas cuando 7" — oco. Notemos que en tal caso la solucion es:

N
146146

Antes de analizar este resultado, consideremos el otro caso posible; esto es, que el
numero maximo de etapas en que se debe desarrollar la negociaciéon 1T es impar;
solucionando nuevamente por induccién hacia atras, el jugador 2 es el ultimo en
proponer una reparticién, luego ofreceria (0, (5T); sin embargo, en T'— 1 el jugador 1
podria proponer (67=1(1—14),67), con lo que el jugador 2 aceptarfa. De igual forma,
en T —2 el jugador 2 podria proponer (67 ~1(1—6),67~2(1—8+42)). Continuando de
la misma forma, encontramos que en el periodo cero, el jugador 1 deberia proponer
una reparticién

(Q=648*—..=6"),(6(1 =0+ —..+5"71))

y como & < 1, esto es igual a

1—6T+1 5(1 467
148 > 1446

similarmente a lo que ocurria antes, cuando 7" — oo la oferta éptima del jugador 1
en la primera etapa es
1 0
T (1)
1+6 149

Para establecer el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos debemos especificar un
plan de accién (regla de oferta y aceptacién) para cada contingencia que pueda
alcanzar el juego. Esto es, la oferta (1/(1+40),d/(1+9)) por parte del jugador 1, y la
posterior aceptacion de parte del jugador 2, solo constituyen las elecciones 6ptimas en
la trayectoria de equilibrio. Sin embargo, también debemos especificar las estrategias
de los jugadores fuera de la trayectoria de equilibrio. Notemos, no obstante, que como
el juego es de horizonte infinito, la caracterizaciéon que hicimos puede extenderse a
cualquier etapa, idependientemente de que esta sea o no la primera; es decir, todos los
subjuegos independientemente de la etapa en la que comiencen, son “isomérficos”,
luego en cualquier caso el primer jugador en ofrecer debe proponer la reparticiéon de
acuerdo con la ecuacién (1), y su oponente debe rechazar cualquier oferta en la que
se le asigne menos de lo establecido alli.

y el jugador 2 decide aceptar.

Notemos, en este resultado, que el jugador 1 tiene una ventaja sobre el jugador 2,
lo que significa que quien tome la iniciativa en la negociacion puede hacerle una
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oferta suficientemente atractiva a su oponente de tal forma que éste acepte y, aun
ast, la reparticion sea favorable para aquél. Vale la pena recordar en esta instancia
que hemos asumido informaciéon completa en la negociacion, lo que en este caso
significa conocimiento comun de la valoracién del objeto a negociar asi como de la
tasa de descuento. Finalmente, notemos que en la medida en que ambos jugadores
sean suficientemente pacientes (0 cercano a 1), la reparticién serd més igualitaria; la
explicacion de esto es que si los jugadores son demasiado impacientes (§ pequeno)
el primer jugador en ofrecer puede aprovechar tal circunstancia, y proponer una
reparticién suficientemente asimétrica y, aun asi, dada la impaciencia de su oponente,
éste preferiria aceptar que no hacerlo.

B. El Modelo de Rubinstein [1982]

A diferencia de Stahl, Rubinstein [1982] atacé directamente el problema de nego-
ciacién sin un limite de etapas previamente establecido y con cualquier conjunto
de preferencias que satisficieran las condiciones mencionadas previamente, y de esta
forma generalizé el resultado presentado por Stahl. El siguiente teorema, extractado
de su articulo de 1982, muestra la metodologia propuesta.

Teorema 6 (Rubinstein [1982]).

Un problema de negociacion de ofertas alternadas tiene un unico equilibrio de Nash
perfecto en subjuegos donde (x*,y*) es el unico par de acuerdos eficientes para los
cuales

Nur(z*) =1 —ui(y")

doug(y*) =1 — ug(z™)

En el equilibrio, el jugador 1 propone x*, acepta y* y toda propuesta y para la cual
ui(y) > ui(y*), y rechaza toda propuesta y para la cual uy(y*) > ui(y). El jugador
2 siempre propone y*, acepta x* y toda propuesta x para la cual ug(x) > ug(z*), y
rechaza toda propuesta x para la cual ug(xz*) > us(z).

Demostracion.
Ver Osborne y Rubinstein [1994]. O

Como un ejemplo del teorema de Rubinstein, supongamos que se disputa $1, que
u;(k) = k para i = 1,2 y que los factores de descuento son §; y d2 para 1 y 2 respec-
tivamente. Las ofertas que constituyen el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos
son, entonces, el par z*, y* que solucionan:

ot =1—y*
doy* =1—21"
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es decir,
. 1—469 . 02(1—01)
S I S
1-4, 61(1 —d2)
Y 15,8, YT 66,

Algunas conclusiones se pueden extraer de este resultado. Si los factores de descuen-
to son iguales para ambos jugadores, obtenemos nuevamente el resultado del modelo
de Stahl si el nimero de etapas en el que éste se desarrolla tiende al infinito; con esto
saca mayor partido de la negociacién el primero de los agentes en hacer una oferta.
Si mantenemos la diferencia en los factores de descuento, al depender la ganancia
de cada uno de ambas tasas de descuento, por ejemplo, cuando 2 es muy impaciente
(6 — 0), 1 obtiene una mayor parte del objeto. En general, la ganancia de cada uno
de los jugadores es creciente en su factor de descuento (paciencia) y decreciente en
el factor de descuento de su rival.

Por otro lado, observemos que si 41 = d9 = 1 la solucién de negociacién es in-
determinada; es decir, si ninguno de los jugadores considera costoso el proceso de
negociacién (ofertas y contraofertas) no se puede concluir nada acerca de un acuer-
do, salvo que los jugadores permanecerian regateando indefinidamente. Sin embargo,
resulta natural asumir § < 1 para ambos jugadores, aunque seguramente diferentes
entre si. En una guerra, por ejemplo, es preferible alcanzar un acuerdo hoy que el
préximo ano, ya que a medida que pasa el tiempo las pérdidas humanas y mate-
riales se hacen mayores. De igual forma, al interior de una empresa, es preferible
detener la huelga cuanto antes ya que el paso del tiempo perjudica a empresarios y
trabajadores indiscriminadamente. Luego la solucién al problema que existe cuando
a ambas partes les cuesta negociar estard determinada por la relacién entre los fac-
tores de descuento de estas. De esta forma, la negociacién “penaliza”’ la impaciencia
y “premia” al primero en ofrecer.

C. Evidencia Experimental

Como mencionamos anteriormente, se ha encontrado que en los experimentos sin
barreras a la comunicacién los resultados no sélo son eficientes sino que, casi en su
totalidad, son simétricos (Hoffman y Spitzer [1982, 1985]). Sin embargo cuando la
comunicacion es restringida y el juego se estructura un poco mas de tal forma que
en una primera etapa uno de los jugadores debe hacer una oferta al otro, el cual a su
vez decide si acepta la oferta (realizdndose la reparticién) o si no acepta (obteniendo
cada uno un pago de cero), los resultados varian con respecto al caso anterior, y
se encuentran en direccién diferente a la marcada por la teoria. Segin lo visto, el
jugador 1 podria reclamar para si el 99 % del dinero, y el otro deberfa aceptar, dado
que tener el 1% es preferible a no tener nada. Sin embargo, la evidencia sugiere
que las ofertas del jugador 1 oscilan alrededor de una reparticién 70 %-30% y que



Juegos de Negociacion 251

en un 20 % de los casos se alcanza el punto de desacuerdo (Guth, Schmittberger y
Schwarz [1982]). Esto ha generado diferentes explicaciones, desde el cuestionamiento
de la teorfa de juegos como herramienta con capacidad de prediccién (en particular
el concepto de equilibrio de Nash perfecto en subjuegos), hasta la aparicién de prop-
uestas como una “teoria del comportamiento de justicia distributiva”. En primera
instancia aparece como explicacién el argumento (bastante intuitivo) de que los ju-
gadores “tratan de ser justos”. Sin embargo, resultados de una serie de experimentos
(Ochs y Roth [1989]) han mostrado que si se modifica el juego del ultimatum por
uno de dictador (donde un jugador decide cémo debe ser la reparticién y el otro no
puede decidir nada), los resultados son reparticiones mucho menos “altruistas” que
las del juego del ultimatum; asi, dado que se incorporan criterios distribucionales en
la funcién de utilidad de cada jugador, se puede entender que los jugadores 1 del
juego del ultimatum incorporan esta creencia a la hora de elegir su estrategia.

1v. Modelo de Negociacion Gradual

Como mencionamos en la introduccién, en algunos problemas de negociacién las
partes pueden acordar “repartir’ el objeto de la negociacién gradualmente con el
proposito de ganar confianza conforme el proceso se lleva a cabo; o cuando el prob-
lema consta de varios puntos “separables”, atacarlos uno a uno en etapas diferentes;
en estos casos, el objeto mismo que se negocia estd en permanente expansion. Los
beneficios que obtiene una firma, por ejemplo, cambian periodo tras periodo, de tal
forma que los acuerdos entre accionistas, acerca de la reparticiéon de estos, deben re-
visarse periddicamente. De forma similar, una firma y su sindicato podrian preferir
negociar secuencialmente cada uno de los puntos del pliego de peticiones de este
ultimo, e ir pasando a los puntos siguientes conforme se van estableciendo acuer-
dos parciales. Estos dos tipos de casos se refieren a problemas de negociacion en los
cuales el conjunto de acuerdos posibles no es fijo, sino que se expande gradualmente.

Entendemos entonces un problema de negociacién gradual como un proceso a través
del tiempo en el cual las posibilidades de negociacion de los agentes se expanden o se
contraen, determinando lo que en adelante llamaremos una agenda de negociacion,
y que ahora definimos formalmente:

Definicién 3. (Agenda de Negociacién)

Una agenda de negociacion es un par de funciones (H, F),
H:R?—->R, F:Ry—R?

tales que, para todo t € R, F; es el conjunto de negociacién
F, = {(x.y) € B2 |H(x,y) <t}

Se asumira que:

1. H es continua, diferenciable con continuidad, creciente en x,y y convexall.

'9H es convexa en R si para todo z,y € R y A € [0,1], H Az + (1= N)y) < AH () + (1 -\ H(y).
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2. F es mondtona creciente en t: si t <t entonces F; C Fy.

Definicién 4. (Problema de Negociacién Gradual)
Un problema de negociacion gradual es una tripla (H, F,d) que consiste en una
agenda de negociacién (H, F') y un punto de desacuerdo d € R%_.

Ejemplo 8.
Consideremos H(z,y) = 22 + y?, para todo x,y > 0; d = (0,0); y asumamos que
el proceso de negociacion se subdivide de tal forma que el conjunto de acuerdos
posibles en cada momento ¢ € R estd dado por:
F, = {(z,y) € RE|H(z,y) <t}
Asi, por ejemplo:
Fi—o = {(z,y) € R%|2? +y* < 0,2}
=0, , + =Y,
Fi—o5 = {(z,y) € Ri|2* +y* < 0,5}

Foy = {(z,y) e R3[2? +y* < 1}

Estos conjuntos pueden verse en la figura 14.

Figura 14: Problema de Negociacién Gradual

A

Habiendo especificado ya un problema de negociacién gradual, una solucion gradual
de negociacion es una regla que especifica una asignacion de utilidades para cada
uno de los agentes en cada momento del tiempo; es decir, al estarse expandiendo el
conjunto de negociacién, la solucién consiste en una trayectoria que determina los
pagos en cada instante.
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Definicién 5. (Solucién Gradual de Negociacién)
Una solucion gradual de negociacion del problema de negociacién gradual (H, F, D)
es una trayectoria diferenciable

¢: Ry —R2
t =o(t) = ((t),y(t))

tal que ¢(t) € F(t) para todo t.

Figura 15: Solucién Gradual de Negociacion

U2

14

iu1

Establezcamos ahora las condiciones que se desearia que satisficiera una solucién
gradual ¢(t). Redefinimos los axiomas de eficiencia y simetria para un contexto
gradual, e incluimos también el de independencia ante transformaciones mondtonas.

Axioma 8. (Eficiencia)
Toda solucién gradual de negociacién ¢(t) es eficiente; esto es, en cada momento
te Ry, (1) = (2(t),y(1)) € OF.

Axioma 9. (Simetria)
Si H(z,y) = H(y, ) para todo (z,y) € R%, entonces para toda solucién gradual de
negociacién ¢(t) = (x(t),y(t)) se tiene que z(t) = y(t) para todo t € R.

De forma andloga al caso clasico, el axioma de simetria establece que si alcanzada
cualquier etapa el conjunto factible es simétrico, ambos jugadores deben recibir lo
mismo en cada instante del tiempo.

Axioma 10. (Independencia ante transformaciones monétonas)

Sean (H, F,d) y (]fI , I, d) dos problemas de negociacién gradual tales que H(x,y) =
H[A(z), B(y)], donde A y B son dos transformaciones crecientes A, B : R, — R,
con A(0) = B(0) = 0. Si ¢(t) = [2(t),y(t)], ¥ o(t) = [&(t), §(t)] son soluciones

graduales de negociacién para (H, F,d) y (H, F,d), respectivamente, entonces Z(t) =
Alz(t)] e 4(t) = Blz(t)].
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De forma similar al axioma de invarianza escalar, lo que establece el axioma 10 es
que si el conjunto de negociacion se modifica a través de cualquier transformacién
monotona, la solucién al nuevo problema de negociacion es la misma solucién ini-
cial, modificada a través de la misma transformacién. Nétese la diferencia entre los
dos axiomas: este ultimo permite cualquier tipo de transformacion creciente, y no
Unicamente transformaciones lineales como el axioma de invarianza escalar.

A modo de ilustraciéon centrémonos, por un momento, en la situacién en que el
conjunto de valores que puede tomar t es contable, lo que equivale a decir que las
posibilidades de negociacién se expanden de forma discreta. Asi, establecemos en
cada periodo un problema de negociacién clasico en el cual el punto de desacuerdo es
la asignacién establecida en el periodo inmediatamente anterior. Para la reparticién
del nuevo objeto de la negociacién podemos recurrir a varios “esquemas de arbitraje”.
A continuacion se presentan algunos de estos.

Esquema de Arbitraje Nash
Cada porcién adicional del objeto de la negociaciéon se reparte de acuerdo con la
solucién Nash de negociacién (figura 16).

Figura 16: Esquema de Arbitraje “Nash en cada etapa”

Solucién Nash en t + 1

/

Acuerdo alcanzado en ¢ OF(t+1)

OF(t)

Esquema de Arbitraje por Turnos

Cada porcién adicional del objeto de la negociacién le corresponde en su totalidad
a un jugador previamente escogido. En la etapa siguiente le corresponde al otro
jugador, y asf sucesivamente. En la figura 17 puede observarse un ejemplo en el cual
en la etapa (¢t + 1) toda la expansién del conjunto le corresponde al jugador 1, y en
la etapa (t + 2) le corresponde al jugador 2.

Es interesante notar que, independientemente de la forma en que se “repartan”
las ganancias originadas a partir de las expansiones del conjunto de negociacion,
siempre y cuando estas expansiones sean lo suficientemente pequenas, las soluciones
graduales satisfacen cierta propiedad en comun. Para ver esto facilmente podemos
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Figura 17: Esquema de Arbitraje “por Turnos”

/ Acuerdo alcanzado en ¢ + 2

177

Acuerdo alcanzado en ¢ OF(t+2)

OF(t+1)
OF(t)  Acuerdo alcanzado en t + 1

empezar tomando un problema de negociacién clasico (F,(0,0)) que fragmentamos
en k partes de tamano 6 > 0 cada una. Asi, (H,F,d) determina los problemas
Fs, Fos, ..., Fis = Fi. Consideremos entonces que ya se ha alcanzado un acuerdo
en la etapa j-ésima y que se estd interesado en negociar la etapa (j + 1)-ésima. A
partir del axioma de eficiencia, sabemos que en la etapa j-ésima el acuerdo alcanzado
pertenece a la frontera del conjunto disponible en esa etapa; esto es, la solucién debe
especificar en j, H(x,y) = jd. De igual forma, el acuerdo en la etapa siguiente debe
ser un punto z + Az,y + Ay tal que en (j + 1):

H(zx+Az,y+Ay) = (j+ 1)

Podemos tomar una aproximacion de Taylor de primer orden al lado izquierdo de la
expresion anterior, de la siguiente forma:

H(z + Az,y + Ay) = H(z,y) + Ho(z,y) Az + Hy(z,y)Ay

Reemplazando la condicién de eficiencia que se acaba de mencionar, en cada una de
las etapas obtenemos que:

(J +1)8 2 jo + Ha(x,y) Az + Hy(x,y) Ay
es decir,
Hy(x,y)Ax + Hy(xz,y)Ay ~ 0 (%)

Esta condicién sera la restriccién que se enfrentard al solucionar el problema de la
etapa (j + 1).

Apliquemos ahora cada uno de los esquemas de arbitraje mencionados arriba:
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Esquema de Arbitraje Nash
En este esquema, al igual que en el caso clasico, se busca maximizar el producto de
las utilidades de los agentes en cada etapa. Asi, tenemos el problema

max AzAy

chy
sa: Hy(z,y)Ax + Hy(xz,y)Ay =0
Despejando A, en la ecuacién (x) obtenemos

Ax ~ [76 — HyAy]

H,

con lo que si la solucién de Nash maximiza la expresién

0 — H,Ay
— A
Al
) H
A — =2-12A
con respecto a(s y» Obtenemos . T, Y
luego Ay = E y, de (3),
1)
Ax ~
Y7 om,

con lo que haciendo A,, A, — 0 (y, por tanto, § — 0), obtendremos la ecuacién
diferencial dy/dx = H,/H,.

Esquema de Arbitraje por Turnos

Bajo este esquema de arbitraje, en la etapa j 4+ 1 el objeto de la negociacién se
expande en J y esta cantidad la recibe en su totalidad el jugador 1. En la etapa j + 2
la expansién es también de & pero la recibe el jugador 2. Asi, tenemos:

en (j+1): H(z+ Az,y) = H(z,y) + 0
en (j+2): H(z + Az,y + Ay) = H(z,y) + 20

y, por el teorema de Taylor,
H(z+ Az,y+ Ay) ~ H(z,y) + Hy(z,y) Az + Hy(z,y)Ay
luego, a partir de estas dos ultimas expresiones tenemos
Hy(x,y)Ax + Hy(xz,y)A, = 20 (4)
Si Ay = 0, como en la etapa (j + 1), tenemos

H(z + Az,y) ~ H(z,y) + Hy(z,y)Az
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0, lo que es lo mismo,
H(z,y) + 0 = H(z,y) + Hy(z,y) Az

luego H,Axz ~ §, y entonces, a partir de (4), HyAy ~ 4.

H(x,y)Azx
Hy(z,y)Ay
vamente la ecuacién diferencial

De esta forma ~ 1, con lo que, haciendo A,, A, — 0, obtenemos nue-

dy H,
de H,
Para destacar el papel de esta expresién, introducimos la siguiente definicidon.

Definicién 6. (Solucién Nash Gradual)

Una solucion Nash gradual (SNG) es una solucién gradual de negociacion ¢(t) =
(x(t),y(t)) tal que a cada problema de negociacién gradual (H, F,d) le asigna una
solucién a la ecuacion diferencial

dy _ H,

dr Fy
De acuerdo con esta solucién gradual de negociacién, en cada etapa la reparticion
del objeto de la negociacién favorece al jugador “mas necesitado”, donde el grado
de necesidad se determina por la relacién marginal de sustitucién entre la utilidad
de los dos jugadores; esto es, el nimero de “ttiles” a los cuales debe renunciar el
jugador 2, para que el jugador 1 incremente su utilidad en un til, manteniéndose
en el mismo conjunto de posibles acuerdos.

Resulta importante destacar la diferencia entre la solucion Nash de negociacion y la
solucion Nash gradual: esta ultima favorece al jugador mds necesitado, mientras la
primera favorece al mds dispuesto a asumir Tiesgos.

Noétese que como la frontera dada por H es suave y estrictamente creciente en x
e y, la SNG establece una nica trayectoria de solucion. Para determinar el valor
exacto que toma la funcién en cada periodo, recurrimos al axioma de eficiencia
(H[z(t),y(t)] = t); es decir, la solucién se encuentra en la frontera del conjunto
factible en cada momento del tiempo.

Teorema 7 (Wiener y Winter [1999]).
Eziste una unica solucion gradual que satisface los axiomas de eficiencia, simetria e

independencia ante transformaciones mondtonas. Tal solucion es la solucion Nash
gradual (SNG).

Demostracion.
Ver Wiener y Winter [1999]. O
Ejemplo 9.

d
Encontremos la solucién Nash gradual para el ejemplo anterior. Puesto que & _

dx
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H d 2
M entonces y(@) = —:U; luego y = x, para todo t. Esto lo podemos ver en la
Hy(x,y) dz 2y
figura 18.
Figura 18: Ejemplo 9
U2

A
La solucién de este problema (y = x para todo t) era de esperarse, dado que el juego
es simétrico en todo momento. Sin embargo, consideremos ahora un ejemplo en el
cual esto deje de ser asi, y analicemos las caracteristicas particulares de la solucion.

Ejemplo 10.
Sea (H, F,d) un problema de negociacién gradual dado por

Fy = {(z,y) € RL|H(z,y) < 1},
H(z,y) =22 +y
d=(0,0)

Esto puede interpretarse como un problema de negociacién gradual en el que, en las
primeras etapas, el pago maximo posible del jugador 1 es mayor que el del jugador 2,
pero a partir de ¢ = 0,5 es el jugador 2 quien tiene un pago maximo posible mayor;
es decir, el jugador 1 es el més necesitado antes de ¢ = 0,5 y el menos necesitado a
partir de ahi.

Para hallar la SNG correspondiente, es necesario hacer

dy _ Hy(z,y)
de  Hy(z,y)

lo que equivale a decir
dy
de

Resolviendo esta ecuacién diferencial, obtenemos y = 22 (figura 19).

4z
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Figura 19: Ejemplo 10

U2

1

05  1/V2 u1

La tasa marginal de sustitucion entre el bienestar de los dos jugadores es, en este
ejemplo, igual a 4z. Esto equivale a decir que antes de que x = 0,25, por ser 1 el
jugador més necesitado, la expansién del conjunto lo favorece, mientras que a partir
de ese punto, favorece al jugador 2; es decir (como ya se sabia), la SNG siempre
favorece al jugador mas necesitado (Figura 19).

A

Ejercicios 2.

1. Considere el ejemplo 9. Encuentre (si existe) la diferencia que existe entre la
solucién Nash de negociacién cuando ¢ = 10 y la soluciéon Nash gradual hasta
t = 10.

2. Suponga ahora que el conjunto de negociacion se divide en dos: uno hasta t =5
y otro de t = 6 hasta ¢ = 10. Contraste los resultados de la solucién gradual
con los de las dos soluciones Nash de negociaciéon que se encontrarian en caso
de resolver dos problemas por aparte. Suponga ahora que el conjunto se divide
en tres. Tenga en cuenta que en cada problema de negociaciéon el punto de
desacuerdo es el acuerdo de la etapa anterior.

3. Explique las diferencias que se encuentran.






